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RÉSUMÉ. L'objectif de cet article est, d'une part, de rendre accessible un en- 
semble d'outils et méthodes pour traiter la relaxation et le passage 3D-2D avec 
contraintes de type déterminant, et, d'autre part, de donner une démonstration 
complète du passage 3D-2D par F-convergence sous la contrainte déterminant 
strictement positif. 

Relaxation and 3D-2D passage with déterminant 

TYPE CONSTRAINTS 
Abstract. The goal of this paper is, on the one hand, to make available a set of 
tools and methods to deal with relaxation and 3D-2D passage with déterminant 
type constraints, and, on the other hand, to give a complète proof of the 3D-2D 
passage by F-convergence under the constraint déterminant positive. 
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1. Introduction et préliminaires 

Une modélisation mathématique réaliste de l'hyperélasticité doit prendre en compte 
la non interpénétrabilité de la matière et la nécessité d'une énergie infinie pour 
compresser un volume de matière en un point. Ainsi la densité d'énergie W : 
^mxN _^ +00] (avec m — N — 3 dans le cadre de l'hyperélasticité) associée à 
un matériau hyperélastique doit satisfaire les deux contraintes suivantes : 

(1.1) W{F) +00 si et seulement si dcti^ < ; 

(1.2) W{F) +00 lorsque detF 0, 

011 M™^^ est l'espace des matrices à m lignes et N colonnes et detF est le 
déterminant de F (lorsque m = N). Cet article se concentre sur le développement 
d'outils et méthodes pour traiter la relaxation et le passage 3D-2D en présence 
des contraintes (1.1) et (1.2) dans le cadre du calcul des variations dit "moderne", 
i.e., l'étude de la minimisation des fonctionnelles intégrales du point de vue de la 
méthode directe du calcul des variations (voir §1.1). Bien que ces contraintes ap- 
paraissent en hyperélasticité peu de choses sont connues sur le calcul des variations 
avec contraintes de type déterminant. En effet, la plupart des résultats concernent 
le cas 011 W satisfait la condition de croissance d'ordre p > 1 suivante 

WiF) < c(l + \F\P) pour tout F G M"^^ avec c> 0, 

ce qui est incompatible avec (1.1) et (1.2) (voir §1.2-1.4). En fait, il est possible 
de dépasser le cas à croissance d'ordre p en dégageant le concept plus "souple" 
d'intégrande p-ample, i.e., W est p-ample si 

ZWiF) < c(l + \F\P) pour tout F e M™''^ avec c> 

(avec ZW définie en (1.12)). Celui-ci permet de traiter la relaxation et le passage 
3D-2D sous la contrainte déterminant non nul (voir §2.1-2.4 et §3.1-3.2), i.e., W sat- 
isfait (1.4) et (1.2), aussi bien que le passage 3D-2D sous la contrainte déterminant 
strictement positif (voir §3.1 et §3.3), i.e., W satisfait (1.1) et (1.2), qui, étant plus 
difficile à traiter, nécessite l'utilisation de deux théorèmes d'approximation ainsi 
qu'un théorème de permutation de l'infimum et de l'intégrale (voir §4-5). 

L'objectif principal de cet article est de fournir une démonstration complète du 
théorème de passage 3D-2D par F-convergence sous la contrainte déterminant stricte- 
ment positif que nous avons mis au point dans [7] (voir le théorème 3.2). Dans 
un souci de synthèse, il nous a paru nécessaire de donner une vue détaillée et 
unifiée, avec des améliorations, de nos travaux [5, 6, 7, 8]. On retrouvera donc des 
résultats déjà démontrés, mais aussi d'autres qui étaient seulement énoncés et dif- 
ficiles d'accès : un de nos objectifs étant de rendre accessible un corpus d'outils et 
méthodes pour traiter la relaxation et le passage 3D-2D en présence de contraintes 
de type déterminant. Enfin, nous avons essayé autant que possible, tout au long 
de cet article, d'être précis sur les multiples contributions (Percivale 1991, Le Dret- 
Raoult 1993, Ben Belgacem 1996, Ben Belgacem-Bennequin 1996) qui ont amené à 
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la résolution complète du problème du passage 3D-2D par F-convergence sous les 
contraintes (1-1) et (1.2). 

1.1. Généralités sur le calcul des variations. De façon générale le calcul des 
variations vise à minimiser des fonctionnelles intégrales du type 

£;(0) = / L{x,(f){x),\'(t>{x))dx, 
Jn 

où f7 C est un ouvert borné et L : xM^ xM™^^ MU{+cx)} est l'intégrande, 
lorsque (f> : Çl ^ M™ satisfait une condition au bord du type <j> — (po sur d^l et décrit 
un espace de Banach X (réflexif) sur lequel E et la condition au bord ont un sens. 
Pour traiter ce type de problème de minimisation on utilise la méthode directe du 
calcul des variations qui consiste à vérifier les trois points suivants : 

o A := {(j> G X : (p = (pQ sur dH.} est non vide et E est minorée sur A, 

assurant ainsi que —oo < a :— mî{E((j)) : cp G A\ < +cxd ; 
o il existe une suite {ipn}n>i minimisante pour E dans A, i.e., {(pn}n>i C A 
et lim„^_|_oo E{(pn) = a, telle que, à une sous-suite près, (j>n ^ 4> avec (j) G A 
et (p = (po sur ôfi (où désigne la convergence faible dans X) ; 
o E est séquentiellement faiblement semi-continue intérieurement (sfsci) dans 
X, i.e., E{(p) < lim inf „^_|_oo E{(pn) pour tout (pn ^ (p dans X. 
On a alors (p A et E[(pi) < lim„^+oo E{4>n) — et, i.e., (p est un minimiseur de E 
sur A. 

Ici, X = M^i'P(17;E™) avecp > 1 et L{x,s,F) = W{F) - (/(a;),s) où (•, •) est le 
produit scalaire dans K^, / G L«(f7;E™) avec l/p+ 1/g = 1 et 1^ : M™^^ 
[0, +oo] est Borel mesurable et coercive, i.e., il existe C > tel que W{F) > C|i^|^ 
pour chaque F g M™^^. Avec ce cadre de travail, les deux premiers points se 
vérifient assez facilement. Le point difficile à vérifier est le troisième, i.e., montrer 
que E : W^^P{n; R") ^ K U {+00} définie par S / - J avec / : W^^P{n; K") -> 
[0, -l-cx)] et J : iy-'^'P(f7; M'") M données respectivement par 

(1.3) ^(0):= / W{\/(j){x))dx et J{(P) := [ {f{x),(j){x))dx 

Jn Jn 

est sfsci dans W^'P{il.; R™). Comme J est (une forme) linéaire et fortement continue 
dans W^'P{^l;M.™) tout revient à étudier la semi-continuité inférieure faible de /. 
En présence des conditions (1.1) et (1.2) (et sans hypothèse de polyconvexité) ce 
problème de semi-continuité inférieure n'est pas encore résolu (voir [12, 13]). Dans 
[6, 8] cette question a été abordé sous l'angle de la relaxation par la mise au point 
d'un théorème général utilisable lorsque W satisfait (1.2) et 

(1.4) W{F) = +00 si et seulement si detF = 0. 

(On peut noter que la condition (1.4) est "moins mécanique" que (1.1) car bien 
qu'elle interdise "la compression d'un volume de matière en un point" , elle n'empêche 
pas "l'interpénétration de la matière".) Le passage 3D-2D en présence des condi- 
tions (1.4) et (1.2) a été traité dans [5]. Utilisant la méthode développée dans [5] 
et les travaux de Ben Belgacem (voir [15, 16, 17]), dans [7] nous avons étudié le 
passage 3D-2D sous les contraintes plus réalistes (1.1) et (1.2). 
Avant de décrire en détail ces résultats (voir §2 pour [6, 8] et voir §3 pour [5, 7]) nous 
donnons une vue succincte de quelques notions (quasiconvexité et semi-continuité 
inférieure (voir §1.2), relaxation (voir §1.3), passage 3D-2D (voir §1.4)) du calcul 
des variations. 
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1.2. Quasiconvexité et semi-continuité inférieure. Le concept de quasicon- 
vexité a été introduit par Morrey en 1952 (voir [39]). 

Définition 1.1. On dit que W est quasiconvexe si 

WiF) < j W{F + Vip{x))dx 

pour tout F G M™^^ et tout Lp e W^'°^ {Y-^R"") avec Y :=]0, 1[^. 

Malgré les apparences, la définition 1.1 est indépendante de Y (voir [14, Proposition 
2.3], voir aussi la proposition 2.3(a)). La quasiconvexité n'est pas identique à la 
convexité. Plus précisément, si W est convexe, i.e., 

(1.5) W{tF + (1 - t)F') < tW{F) + (1 - t)W{F') 

pour tous F, F' G M™^^ et tout t e]0, 1[, alors W est quasiconvexe. La réciproque 
est vraie dans le cas scalaire, i.e., min{m, N} = 1, mais fausse dans le cas vectoriel, 
i.e., min{m, A^} > 1, (par exemple, si m = > 1, l'application F i-^ |deti^| est 
quasiconvexe mais n'est pas convexe). La quasiconvexité est aussi reliée à d'autres 
notions de convexité : la polyconvexité et la rang-1 convexité. On dit que W est 
polyconvexe si W{F) — g{T{F)) où g est une certaine fonction convexe et T{F) 
est le vecteur formé par toutes les matrices des "sous-déterminants" de F. Par 
exemple, si m = = 3, W est polyconvexe si et seulement si il existe une fonction 
convexe g : M^^^ x M^^^ x R ^ [0, +00] telle que W{F) = g{F, coiF, det_F)6 pour 
tout F G M'^^'^ où cofi^ est la matrice des cofacteurs de F. La polyconvexité 
implique la quasiconvexité mais la réciproque est fausse (voir [2, 45]). On dit que 
W est rang-1 convexe si (1.5) a lieu pour tout t e]0, 1[ et tous F, F' G M™^^ avec 
rang(F — F') < 1. Si W est quasiconvexe et finie alors W est rang-1 convexe. Si 
m > 3 et A'^ > 2, la rang-1 convexité n'implique pas la quasiconvexité (voir [42]). 
(Le cas m = 2 et A^ > 2 est encore ouvert.) 

A cause du résultat suivant (voir [14, CoroUary 3.2]) la quasiconvexité est un concept 
central du calcul des variations. 

Théorème 1.2. Si I est sfsci dans W^'P{il.;W^) alors W est quasiconvexe. 

Un problème (ouvert) important est de savoir si la quasiconvexité est aussi une 
condition suffisante pour que / soit sfsci dans ^^'^(0; M™). Du point de vue de 
l'hyperélasticité, la question (ouverte) est de savoir s'il existe une réciproque du 
théorème 1.2 qui est compatible avec (1.1) et (1.2). 

En 1984, Bail et Murât ont démontré le théorème suivant (voir [14, Theorem 4.5(i)] 
voir aussi [11] pour des résultats plus généraux faisant intervenir la polyconvexité). 

Théorème 1.3. Soit W : M^^^ [0, -l-oo] défime par W{F) := \F\p + /i(detF) 
avec /i : R — > [0, +00] et p > N. Si h est sci et convexe (ce qui implique que W est 
polyconvexe) alors I est sfsci dans W^'P{fl;M."^). 

Le théorème 1.3 est compatible avec (1.1) et (1.2) (par exemple, on peut l'utiliser 
avec /i : R ^ [0, -l-oo] donnée par h{t) — 1/t sit > et h{t) = +00 si i < 0). Cepen- 
dant, il n'est pas complètement satisfaisant puisqu'il fait appel à la polyconvexité 
qui n'est pas équivalente à la quasiconvexité. 

En 1984, Acerbi et Fusco ont prouvé le théorème suivant (voir [1, Theorem IL4]). 
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Théorème 1.4. Si W est continue, quasiconvexe et satisfait la condition de crois- 
sance d'ordre p suivante 

(1.6) W{F) < c(l + IFI^) pour tout F G M™''^ avec c> 0, 
alors I est sfsci dans W^-P{n;W"). 

Ce théorème ne fait pas intervenir la polyconvexité mais n'est pas apphcable en 
hyperélasticité. En effet, il est clair que (1.6) est incompatible avec (1.1) et (1.2). 
A notre connaissance, du point de vue de l'hyperélasticité, le théorème 1.4 n'a pas 
encore été dépassé. 

1.3. RelELJcation. Lorsque / n'est pas sfsci dans W^'P{^1;M."^) (ou bien si on ne 
sait pas démontrer que / est sfsci dans W^'P{n;M.™)) on ne peut pas, à l'aide de 
la méthode directe du calcul des variations, résoudre le problème de minimisation 
suivant 

(1.7) inf |£;(0) ^ 7(0) - J{(f>) : e =: a 

où A:^ W^'P{n;W"') : </> = </>o sur dn} avec 0o € W^'P{n;R"') et /, J sont 

définies en (1.3). On considère alors le problème suivant 

(1.8) inf |:Ë((/)) : e y^} =: â 
avec Ë : W^'P{n; R™) ^ M U {+00} définie par 



(1.9) E{^) 



:= inf <^ liminf : A 3 ^ (j) > 

I n — ' + 00 J 



En fait, E est la régularisée sci par rapport à la convergence faible de W^'P{il; R™) 
de la fonctionnelle valant E sur A et +00 sinon, et donc E est sfsci dans W^'P{il; R™). 
Ainsi (1.8) peut être traité par la méthode directe du calcul des variations. Le pas- 
sage de (1.7) à (1.8) est appelé relaxation. Son intérêt vient des trois propriétés 
suivantes : 

o a = â ; 

o si 4>n (f> dans W^'P{fl;MJ") avec {4>n}n>i une suite minimisante pour E 

dans A alors (j) est un minimiseur de E dans A ; 
o si est un minimiseur de E dans A alors il existe une suite minimisante 
{(f>n}n>i pour E dans A teUe que 0„ ^ 4> dans W^^Pifl; M'"). 
Le problème (1.8) est appelé le problème relaxé de (1.7) et les solutions de (1.8) 
sont dites solutions généralisées de (1.7). L'inconvénient de la relaxation est que 
l'expression dans (1.9) de la nouvelle fonctionnelle à minimiser E n'est pas une 
formule explicite. On est ainsi amené à étudier l'existence d'une représentation 
(plus explicite) pour E. 

Pour simplifier, dans ce qui suit on supposera qu'il n'y a pas de condition au bord, 
i.e., A = W^''P{n;M."^). Rappelant que J est linéaire et fortement continue dans 
W^'P{n; R"), il est facile de voir que = T - J avec I : W^-P{n; M™) ^ [0, +00] 
donnée par 

(1.10) 7(0) := inf j liminf /(0„) : VF^'P(f7;M™) 9 0„ ^ 

Du point de vue de l'hyperélasticité, le fait que la fonctionnelle / n'est pas sfsci 
dans W^'P{Q;W^) signifie que la densité d'énergie W caractérise le comportement 
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du matériau à l'échelle microscopique. Le passage de / à / s'interprète donc comme 
un passage "micro-macro" . Comme la fonctionnelle / est censée représenter le 
comportement macroscopique d'un matériau hyperélastique, il est naturel de se 
demander si elle possède une représentation intégrale du type 

(1.11) 7(0) = / W{\/(j){x))dx pour tout G W^'P{n;W) 

Jn 

avec W : M™^^ — > [0, +oo] (qui sera nécessairement quasiconvexe d'après le 
théorème 1.2). Un bon candidat pour W est l'enveloppe quasiconvexe de W. 

Définition 1.5. L'enveloppe quasiconvexe de W est l'unique fonction (lorsqu'elle 
existe) QW : M™^^ ^ [0, +oo] telle que : 

o QW est Borcl mesurable et QW < W ; 

o pour tout g : M™^^ [0, +oo], si g est Borel mesurable, quasiconvexe et 
g<W alors g < QW. 

On dit que QW est la plus grande fonction quasiconvexe qui est inférieure à W. 

Posons Affo(r;M™) {(p G Aff(y;R") : (p = sm dY} (avec Aff(r;M™) 
désignant l'ensemble des fonctions continues et affines par morceaux de Y dans 
R™, i.e., (fi € Aff(y;R'") si et seulement si (p est continue et il existe une famille 
finie {Vi}ig/ de sous-ensembles ouverts et disjoints de Y telle que \Y \ Uig/Vil = 
et pour chaque i € I, \^V^\ = et Vip{x) = F, dans avec F, £ M™^^) et 
définissons ZW : M™^^ ^ [0, +oo] par 

(1.12) ZW{F) ■.= mî(^J W{F + \/(p{x))dx ■.'p>eASo{Y;E."')Y 

En 1982, Dacorogna a démontré le théorème suivant (voir [19, Theorem 5] voir 
aussi [1, Statement 111.7]). 

Théorème 1.6. Si W est continue et satisfait (1.6) alors (1.11) a lieu avec W = 
QW = ZW. 

Un problème (ouvert) important (du point de vue de l'hyperélasticité) est de savoir 
si on a (1.11) avec W = QW = ZW Jorsque W satisfait (1.1) et (1.2). Dans [8] il 
a été montré que (1.11) a lieu avec W — QW — ZW lorsque W satisfait (1.4) et 
(1.2) (voir §2). 

Remarque 1.7. En 1982, Dacorogna a aussi prouvé le théorème suivant de représen- 
tation de la quasiconvexifiée (voir [20, Theorem 6.9 p. 271]). 

Théorème 1.8. Si W est finie alors QW — ZW. 

(Une preuve de ce théorème est donnée en §2.1.3.) 

1.4. Passage 3D-2D. Considérons un matériau hyperélastique occupant dans une 
configuration de référence l'ouvert := Sx] — |, |[c où E C est un ouvert 
borné et £ > est "très petit" (cela signifie que le matériau (tridimensionnel) a une 
très petite épaisseur, il est "presque" bidimensionnel) . Le passage 3D-2D consiste à 
trouver une modélisation bidimensionnelle du matériau considéré. Dans notre cas, 
il s'agit de montrer que /g : W^'P{Tj^\M.^) [0, -l-oo] définie par 

(1.13) lJ(j)):^- I W{\I(t){x,X3))dxdx3 
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(où W : WP^^ [0, +00] est la densité d' énergie du matériau tridimensionnel 
représenté par et {x,X3) avec a; S S et €] — |, |[ désigne un point de S^) 
"converge variationnellement" lorsque e — > (voir la définition 1.9) vers /mcm ■ 
T/F1'P(I;;R3) -> [0, +oo] donnée par 

(1.14) /mcm(V') := / W,„em(VV'(a;))da; 

avec Wmom : M^'^^ [0, +oo] (qui sera la densité d'énergie du matériau bidimen- 
sionnel représenté par E), et de donner une formule (qui dépendra de W) pour 
W^mem- La fonctionnelle /mcm est appelée l'énergie de membrane non linéaire as- 
sociée au matériau bidimensionnel modélisé par S. 

La limite de le lorsque £ — > est calculée au sens de la r(7r)-convergence (une 
variante de la F-convergence de De Giorgi (voir [22, 23], voir aussi la définition 
3.3) développée par Anzellotti, Baldo et Percivale (voir [9])). Soit tt = {T^e}e avec 
TTe : VFi'P(Se;K^) ^ W^'P{^;M.^) définie par 

1 fi 

(1.15) 7T,{^) - / cj,{-,X3)dx3. 
Définition 1.9. On dit que 1^ r(7r)-converge vers /mcm et on écrit 

/mcm = r(7r)- lim Je 

si les deux assertions suivantes sont satisfaites : 

o pour tout V e W^^P{Y.;M?) et tout {(/jJ^ C ^/^^^(Se; R^)^ 

si 7re(0e) ^ ?A dans W^^^p(S;]R3) alors /mcm(V') < liminf /^(^e) ; 

O pour tout V e W^^'P{Y.;M?), il existe C ^^^'^(Se; M^) tel que 

TTe{(pe) ^ ^ dans VF1'P(S;R3) et /,„cm(V') > limsup4(<^e). 

A notre connaissance, la r(7r)-convergence de (1-13) vers (1.14) a été étudiée pour 
la première fois par Percivale en 1991 (voir [40, §3]). Dans son travail, il a essayé 
de prendre en compte les conditions (1.1) et (1.2). Mais, comme ses résultats con- 
tenaient quelques erreurs, il ne les a pas publiés. Malgré tout, Percivale a introduit 
la "bonne" formule pour Wmcm, i.e., T4^mcm = QWq (l'enveloppe quasiconvexe de 
Wo) avec Wo : M^^^ ^ [0, +oo] donnée par 

(1.16) Wo(0:=inf{w^(eiC):CeK'} 

avec (Ç I Ç) désignant la matrice de M^^^ correspondant à (Ç, C) € M^^^ x M^. 
En 1993, indépendamment de Percivale, Le Dret et Raoult ont démontré le théorème 
suivant (voir [36] et [37, Theorem 2]). 

Théorème 1.10. Si W est continue et satisfait (1.6) alors /mom = ^(j^Y^^^e^o le 
avec lyniom = QWq. 

Bien que ce théorème ne soit pas compatible avec les contraintes de l'hyperélasti- 
cité (1.1) et (1.2), il établit un cadre mathématique convenable pour étudier la 
réduction de dimension d'un point de vue variationnel (ce théorème est en fait le 
point de départ de beaucoup de travaux sur le sujet). 

Après Percivale, en 1996, Ben Belgacem a aussi considéré les conditions (1.1) et 
(1.2). Dans [16, Theorem 1], il annonçait avoir réussi à traiter la r(7r)-convergence 
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de (1-13) vers (1-14) en présence de (1.1) et (1.2). Dans [17], qui est l'article 
correspondant à la note [IG], l'énoncé [16, Theorem 1] n'est pas complètement 
démontré (cependant, une preuve plus détaillée, mais pas entièrement complète, 
peut être trouvée dans sa thèse [15]). De plus, pour Ben Belgacem, Wmcm = QR-Wq 
(l'enveloppe quasiconvexe de l'enveloppe rang-1 convexe de W^o)- En fait, il a été 
montré dans [6, 5] que QTZWq = QWq (voir la remarque 3.5). Néanmoins, les 
travaux de Ben Belgacem apportent des avancées substantielles. En particulier, ils 
mettent en lumière l'importance des théorèmes d'approximation pour des fonctions 
de Sobolev par des immersions lisses dans l'étude du passage 3D-2D en présence de 
(1.1) et (1.2). 

Dans [5] nous avons traité la r(7r)-convergence de (1-13) vers (1.14) en présence 
de (1.4) et (1.2) (voir le théorème 3.1 et la remarque 3.13). Utilisant la méthode 
développée dans [5] et quelques résultats de Ben Belgacem, dans [7] nous avons 
étudié la r(7r)-convergence de (1.13) vers (1.14) sous les contraintes (1.1) et (1.2) 
(voir le théorème 3.2). 

2. Relaxation avec contraintes de type déterminant 

2.1. Théorèmes généraux. Dans [G, 8] nous avons mis au point le théorème de 
représentation intégrale suivant pour / définie en (1.10). Ce théorème contient et 
dépasse le théorème 1.6 (voir la remarque 2.4). En particulier, il est compatible 
avec (1.4) et (1.2) (voir §2.3). 

Théorème 2.1. Si ZW définie en (1.12) satisfait la condition de croissance d'ordre 
p suivante 

(2.1) ZW{F) < c(l + \F\P) pour tout F G M™^^ avec c> 0, 

alors (1.11 ) a lieu avec W = QW = ZW . 

Démonstration. Soit ZI : ^^^^^(f^; M") [0, +c»] définie par 

ZI{(j)) [ ZW{\^(j){x))dx 

et soient laïf , Z/aff , Z7 : W^'P{n;m."') [0, +oo] données par : 
:= inf I 

27aff(0) := inf I liminf Z/((/i„) : Afî(r2;M™) 9 </)„ ^ 



o /aff (0) := inf <^ lim inf /((/)„) : Aff(r2;M™) 9 0„ ^ (j> 

{! 

o ZI{(t>) :=inf jliminfZ/(0„) : W^^P{n;R"^) 3 
On a besoin du Icmme suivant qui est valable sans l'hypothèse (2.1). 
Lemme 2.2. laff = Z/aff. 

(Pour une preuve du lemme 2.2 voir §2.1.1.) Comme ZW satisfait (2.1) et Afï(rî; K™) 
est fortement dense dans W^'P{^1;M.™) (voir la remarque 4.16) on a Z/as = ZI. 
Donc /aff = ZI par le lemme 2.2. De plus, I < I^s et ZI < I, d'où I = I^s — ZI. 
D'autre part, Fonseca a démontré la proposition suivante (voir [27]). 

Proposition 2.3. ZW satisfait les quatre propriétés qui suivent. 
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(a) Pour tout ouvert borné D C avec |9D| = et tout F e M™''^, 
ZW{F) = inf I / W{F + \/ip{x))dx : ip e ASn{D; R" 



Ainsi ZW{F) < / W{F + \7ip{x))dx pour tout ip e ASo{D; R™). 
1^1 Jd 

(b) Si ZW est finie alors ZW est rang-1 convexe. 

(c) Si ZW est finie alors ZW est continue. 

(d) Pour tout ouvert borné D d avec \dD\ = 0, tout F e M'"^^ et tout 
(^G AffoCZ);»™), 



2W{F)<-^[ ZW{F + S/ip{x))dx. 
1^1 Jd 



(Pour une preuve de la proposition 2.3 voir §2.1.2.) Ici on utilise seulement la 
proposition 2.3(c), i.e., ZW est continue puisque ZW satisfait (2.1). En fait, 
on peut montrer le résultat suivant qui est une extension facile du théorème de 
représentation de la quasiconvexifiée de Dacorogna (voir le théorème 1.8). 

Théorème 1.8-bis. Si ZW est finie alors ZW est continue et QW = ZW. 

(Pour une preuve du théorème 1.8-bis voir §2.1.4.) Ainsi, ZW est continue, qua- 
siconvexe et satisfait (2.1), donc ZI = ZI par le théorème 1.4, et le théorème 2.1 
suit. □ 

Remarque 2.4. Si W vérifie (1.6) alors il est clair que ZW satisfait (2.1). On 
obtient donc le théorème suivant (qui est un petit peu plus général que le théorème 
de relaxation de Dacorogna, voir le théorème 1.6). 

Théorème 1.6-bis. Si W vérifie (1.6) alors (1.11) a lieu avec W — QW = ZW. 

Remarque 2.5. En analysant la démonstration du théorème 2.1, on voit que l'on a 
en fait démontré le résultat suivant. 

Théorème 2.1-bis. Si ZW satisfait (2.1) alors 7(0) = 7aff(0) = /^^ TF(V(/)(a;))dx 
pour tout 4) e W^'P{n; R") avec W = QW = ZW. 

Remarque 2.6. En utilisant la même méthode, dans le cas p = oo on peut montrer 
le théorème suivant. 

Théorème 2.7. Si ZW est finie alors I{(l)) — /aff(0) = /q W{y(t){x))dx pour tout 
(f> e W^^°°{n; R™) avec W = QW = ZW . 

Un résultat analogue au théorème 2.1 a été prouvé par Ben Belgacem (voir [17, 
Theorem 3.1]). Soit la suite {TZiW}i>o définie par TZqW = et pour tout i > 1 
et tout F e M™^^, 

(2.2) 7^,+lM^(F) := inf {{1 - t)TZ^WiF - ta (g) b) + tTZiW{F + (1 - t)a ® b)} 

te[o,i] 

avec a ®b ^ M™^^ donné par (a ® b)x := {a,x)b pour tout x e R^, où (•, •) 
désigne le produit scalaire dans R^. D'après Kohn et Strang, TZi+iW < TZiW pour 
tout i > et TZW = mîiyoTZiW (voir [35]) oii TZW désigne l'enveloppe rang-1 
convexe de W, i.e., la plus grande fonction rang-1 convexe qui est inférieure à W. 
Le théorème de Ben Belgacem s'énonce comme suit. 
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Théorème 2.8. Si : 

o Ow int{F e M"^^ : Zn^W{F) < Ui+iWiF) pour tout i > 0} est 

dense dans M™''^ ; 
o pour tout i > l, tout F G M'"^^ et tout {F„}„ C Ow , 

siFn^ F alors n^W{F) > limsup7^,Ty(F„), 

n — > + co 

et si TZW satisfait la condition de croissance d 'ordre p suivante 

(2.3) nW{F) < c(l + IFI^) pour tout F € M"""^ avec c> 0, 
alors (Fil) a lieu avec W — QTZW. 

Le théorème 2.8 est aussi compatible avec (1.4) et (1.2) (voir [17] et [15, Chapitre 1]). 
Ben Belgacem est le premier a avoir mis au point un théorème de représentation 
intégrale pour / qui contient et dépasse le théorème 1.6. (En fait, la première 
tentative de dépassement du théorème 1.6 est due à Percivale (voir [40, §2])). De 
manière générale, comme la rang-1 convexité et la quasiconvexité ne coïncident 
pas, les théorèmes 2.1 et 2.8 ne sont pas identiques. Cependant, on a la proposition 
"mixte" suivante. 

Proposition 2.9. Si TZW satisfait (2.3) et si ZW est finie alors (1-11) a lieu avec 
W = QW. 

Démonstration. Comme ZW est finie, de la proposition 2.3(b) on déduit que ZW 
est rang-1 convexe, donc ZW < TZW. Ainsi ZW satisfait (2.1) puisque TZW 
satisfait (2.3) et la proposition 2.9 suit par le théorème 2.1. □ 

Remarque 2.10. Si ZW est finie alors QTZW = QW — ZW. En effet, du théorème 
1.8-bis on déduit que ZW est continue et QW — ZW. Ainsi QW est continue 
et quasiconvexe donc rang-1 convexe, d'oîi QW < TZW et par conséquent QW < 
QTZW. D'autre part, QTZW < QW puisque TZW < W, ce qui donne le résuhat. 

2.1.1. Démonstration du lemme 2.2. Il est facile de voir que Zli^g < /aff , donc tout 
revient à montrer que /aff < 2/aff- Pour cela, il suffit de prouver que 

(2.4) si e Aff (17; M™) alors 7aff((/>) < / ZW{\7(f>{x))dx. 

Jn 

Soit (p e Aff (il; M™). Par définition, il existe une famille finie {Vi}i^i de sous- 
ensembles ouverts et disjoints de V, telle que \i} \ Uig/l^j = et pour chaque i & I, 
\dV,\ = et W(j){x) = Fi dans Vi avec F, e M"^^. Étant donnés S > et i e I, on 
considère ip^ £ Affo(y;K™) tel que 

(2.5) J^W{F,+\/^,{y))dy<ZW{F,) + ^^. 

Soit n > 1. Par le théorème de recouvrement de Vitali, il existe une famille au 
plus dénombrable {aij +aijY}j^j. de sous-ensembles disjoints de Vi, où Uij G M.-^ 
et < a^j < i, telle que \Vi \ Ujej,{aij + aijY)\ = (donc Sj-gj^ "fj = \^^\)■ 
Définissons ç!)„ : il ^ M™ par 

(l)n{x) := ai^jfi (~~^^^~^^ six e a^j + mjY. 

Puisque (fi G Affo(y;M'"), il existe une famille finie {Fi,z}igLi de sous-ensembles 
ouverts et disjoints de Y telle que \Y\Lli^LiYi^i\ = et pour chaque l £ Li, \dYij\ — 
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et V(^i(y) = Gu dans Y^^i avec G,,i G M™^^. Posons Ui^i^n Uje j.aij +«1^^^,;. 
Alors |ri\Uie/U/eLi C^î,i,n| = et pour chaque i e I et chaque l g Li, \dUij^n\ = et 
V(/)„(a;) = Gî,i dans C/i,i,„. D'où (/)„ G Affo(ri;M"). D'autre part, ||0„||loo(o.r„>) < 
imaxig/ ||(^i||icx,(Y;R™) et || V0„||ioo(Q.M™xiV) < maxi^j \\ViPi\\l,^(^y;M'"^")^ '^^^^ 
(à une sous-suite près) dans W^'°°(il; M™), où désigne la convergence 

*-faible dans W^^°°{n;R"'). D'où 0„ dans W^^P{n;W). De plus, on a 

j W{W(j){x)+W(j)n{x))dx - V/ VK(^^, +V0„(a;))dx 



El 

■tel 



V,\ / iy(J^, + V</7,(y))d2/. 



Comme 4> + (j)» e Afï(f2; R") et (/) + 0„ ç;» dans W^'^iQ; M'"), utilisant (2.5) on 
déduit que 



I,si<P)<limmî [ WiVcj){x) + \7cj)nix))dx < Y \V,\ZW (F,) + S 



ZW{V(t){x))dx + Ô, 

et (2.4) suit. □ 

2.1.2. Démonstration de la proposition 2.3. Dans ce qui suit on démontre la propo- 
sition 2.3. 

Définition 2.11. Soit U C M'"^^ un ouvert. 

o On dit que W est rang-1 convexe en F dans U si pour chaque E [0, 1[, 
chaque a G et chaque b G M™ tels que F + jia ® h E U pour tout 
^ G [— j-Të' 1], on a 

W{F) < 9W{F + a(E)b) + {l- 9)W{F - -a ® b) 

1 — u 

{avec a (g) b € R'^ (g) M'" C M™^^ donné par (a (g) b)x = (a, x)b pour tout 
X G M^, où (•, •) désigne le produit scalaire dans M^). 
o On dit que W est rang-1 convexe dans U si W est rang-1 convexe en F 
dans U pour tout F E U. 

Remarque 2.12. Lorsque U — M™^^ la définition 2.11 coïncide avec la définition 
classique, i.e., W est rang-1 convexe si (1.5) a lieu pour tout F, F' G M™^^ avec 
rang(F- i^') < 1. 

La proposition 2.3(b) se déduit de la proposition suivante. 

Proposition 2.13. La fonction ZW est rang-1 convexe dans int(dom2^W). 

Pour montrer la proposition 2.13 nous aurons besoin de la proposition 2.3(a) et (d). 

Démonstration de la proposition 2.3(a). Soient D C un ouvert borné tel que 
\dD\ = 0, F G M"^^ et V3 G Afïo(r'; M™). Par le théorème de recouvrement de 
Vitali, il existe une famille au plus dénombrable {ai + £iD}i^i de sous-ensembles 
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ouverts et disjoints de Y, on a-i e et < £i < 1, telle que \Y\Uiei{ai+SiD)\ = 
(donc E.,e/£f = î^t)- Définissons G Affo(y;R") par 



(x) — EiLp ( ^ ) si a; g Oi + EiD. 



Alors 



ZW{F)< J W{F + S/(j){x))dx = YlJ + V<y9 ^^^j j 

= Vef / VF(F + V(/3(x))dx 
= j^J^W{F + W^{x))dx. 

Il suit que 

ZW{F) < inf y W{F + W(p{x))dx : G Affo(i:'; M")! . 

En échangeant le rôle de 2? et y on obtient l'inégalité opposée, ce qui termine la 
preuve. □ 

Démonstration de la proposition 2.3(d). Soient D C un ouvert borné tel que 
\dD\ =0,F€ M"^^ etipe Affo(i:';M"). Par définition, il existe une famille finie 
{Vi}i^i de sous-ensembles ouverts et disjoints de D telle que \D \ Uig/Vi| = et 
pour chaque i G /, \dVi\ = et Vip{x) ~ Fi dans Vi avec Fi G M™^^. Étant donné 
e > et i G /, par la proposition 2.3(a), il existe (fe.i G Affo(T^;R™) tel que 

(2.6) / WiF + F, + ^^,,,{x))dx < ZW{F + Fi) + e. 

1*^2 I JV^ 

Définissons G Afïo(£';M'") par feix) — (p{x) + (ps^i{x) si x E Vi. Utilisant à 
nouveau la proposition 2.3(a) et (2.6) on déduit que 

ZW{F)<^ [ W{F + V'ç,[x))dx = T^y, f W{F + F, + Vip,4x))dx 
1^1 Jd Jvi 

< À- f ZWiF + Vip{x))dx + e 
\^\ Jd 

et le résultat suit en faisant e — > 0. □ 

La démonstration suivante est dû à Fonseca (voir [27]) : elle repose sur la construc- 
tion d'une certaine fonction continue et affine par morceaux (pour des constructions 
similaires voir Bail [11] et Morrey [39]). 

Démonstration de la Proposition 2.13. Pour simplifier on suppose que = 3 (la 
généralisation à N quelconque est aisée). Soient F G int(domZT/F), 9 G [0,1], 
a G et 5 G tels qv.e F + pLa®h & int(domZVF) pour tout ^ G [- ij- 
Sans perdre de généralité on peut supposer que |a| — 1. Soient (T,r],a) une base 
orthonormée de R'^ et ko G N tels que 

(2.7) F + —p «) 6 G int(domZT^) 

k 
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pour tout A; > fco et tout p e K.-^ satisfaisant \p\ = 1. Étant donné k > ko on définit 
le parallélipipède Pk C et le rectangle Rk C Pk par : 

Pk :={xeM3 : |(t,x)| < l,\{r,,x)\ < < {a,x)<e} ; 

Rk ■.= {xePk : \{t,x)\ < ^,|(77,x)| < ^,(a,x) =0}, 
(où (•, •) est le produit scalaire dans R^) et on considère Pfl , P,: ,T^,T^, Tj^, C Pk 
(voir la figure 1) donnés par : 

P+ :=C0({Ai, ^2,^3,^4,^1,52, 53,^4}) ; 

:=co({A5, A, ^7, ^8,^1,^2, 53,^4}) ; 
Tl :=co({Ai,A4, ^5, ^8,^1,54}) ; 
r| :=co({Ai,A2,A,A,5i,S2}) ; 
T3 :=co({A2, A3, ^6, ^7,^2,53}) ; 

:=C0({A3,A4,A7,A8,53,B4}), 

011 Al, ^2, A3, 744, A5, ylg, ^7, ^8 (resp. Bi, B2, B4) sont les sommets de Pk 
(resp. iîfc) et co(X) désigne l'enveloppe convexe de l'ensemble X C M™^^. 




Figure 1 . Les ensembles P+ , P^ , , , , . 



Définissons (pk G Afîo(Pfc;M) par 



(a, x) ~ 9 
{-j^a,x) - 

Nfcn ' ' kp 

■ 26 



■T, 



fco ' 



si x e P+ 

si x e PjT 

si X e Tfci 

si x e Tl 

si x e r| 
si X e Tjf, 
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et posons içk 4ikh E Afïo(Pfe; M™). Utilisant la proposition 2.3(d) on voit que 
ZW{F) < f ZWiF + Vipk{x))dx 

= ^ [ZW{F + a ® b)\P+\ + ZW{F - j^a ® b) \ 

4 „ 

+ ZW{F + \/ipk{x))dxy 



d'où 



(2.8) ZW{F) < ZW{F + a(g)b)^-i^+ZW{F^^—^a(g)b)'-^ 

avec C := mSix{\ZW{F + \/ipk{x))\ : x G Uf^iT*} (C < +oo grâce à (2.7)). Posons 
tI'+ := Tl n {a; € R3 : (a, a;) > 0} et tI ~ := n {a; € : (a, x) < 0}. Alors : 

o max{|T,i'+|,|T,i-|}<max{^,(i^^} ; 

o |P+|=0P-4|T,!-+| ; 

o \p-\^(l-e)k'-4\Tl'-\, 

donc 6*, -l-^^ ^ 1 — et lorsque fc +cxd, et le résultat suit en 

faisant k +oo dans (2.8). □ 

Définition 2.14. On dit que U C M"''^ est lamination -convexe si pour tout 
F,GeU satisfaisant rg(F - G) < 1 on a [F, G] = {XF + (1 - A)G : A G [0, l]}cU. 

La proposition 2.3(c) est une conséquence immédiate du résultat suivant qui se 
déduit aisément de la proposition 2.13 et de [20, Theorem 2.31 p. 47] (en remar- 
quant qu'une fonction rang-1 convexe est séparément convexe). 

Corollaire 2.15. Si domZW est ouvert et lamination- convexe alors ZW est rang- 

I convexe et continue sur domZW . 

2.1.3. Démonstration du théorème 1.8. Puisque ZW > QW il suffit de montrer 
que ZW est quasiconvexe. Soient F G M"^^ et (/> G Wq-°°{Y;R"^) tels que 
JyW{F+V(l){x))dx < +00. Par la remarque 4.16, il existe {</>„}„> i C Affo(r;M") 
tel que V(/)„(x) — > V(j){x) p.p. dans Y et sup„>i \\W(f>n\\L°='{Y:U"^>'") =■ C < +oo. 
Puisque W est finie, ZW l'est aussi, et donc ZW est continue par la proposition 
2.3(c). D'où : 

o pour chaque n > 1, ZW{F + 'V(j)n{x)) < sup|^|<p ZVF(F + C) < P-P- 
dans Y ; 

o ZW{F + V<t)nix)) -> ZW{F + V<l){x)) p.p. dans Y. 

II suit que 

lim / ZW{F + ^(j)n{x))dx ^ I ZW{F + \/(j){x))dx. 
n^+oo Jy Jy 

par le théorème de convergence dominée de Lebesgue. Etant donné e > 0, considé- 
rons n > 1 tel que 

(2.9) / ZW{F + \/(j){x))dx + e> [ ZVK(F-f V(/)„(a;))da; = V |l^i|ZVK(F-|-F,), 
■^Y tel 
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OÙ {Vi}iei est une famille finie de sous-ensembles ouverts et disjoints de Y telle que 
\Y \ DieiVil = et pour chaque i e /, \dVi \ = et Vç!)„(a;) = Fi dans Vi avec Fi £ 
jyjmxAf^ Par la proposition 2.3(a), pour chaque i e I, il existe ipi e Affo(T^î;M") 
tel que 

(2.10) ZWiF + F,) > / W{F + V0„(a;) + V^,ix))dx - e. 

I JVi 

Définissons ipn G ASq{Y;W"-) par fn{x) — 4>n{x) + fi{x) si a; G Vi. Utilisant (2.9) 
et (2.10) on déduit que 

j ZW{F + \/(j){x))dx + 2e> j W{F + \7^^{x))dx > ZW{F), 

et le résultat suit en faisant e — > 0. □ 

2.1.4. Démonstration du théorème 1.8-bis. On a toujours ZW > QW. D'autre 
part, puisque ZW est finie, ZW est continue par la proposition 2.3(c). Utilisant le 
théorème 1.8 on déduit que QZW = ZZW. Or ZZW = ZW par la proposition 
2.3(d), donc QZW = ZW, i.e., ZW est quasiconvexe, d'où ZW < QW. □ 

Remarque 2.16. Définissons ZW : M"^^ [0, +oo] par 

ZW{F) :=inf|y" W{F + S/^{x) : ^ £ W^J'°°(y; R")| 

(on a toujours W > ZW > ZW > QW). Le résultat suivant est une conséquence 
immédiate du théorème 1.8-bis. 

Corollaire 2.17. Si ZW est finie alors QW = ZW = ZW . 

Voici deux exemples qui montrent que le théorème 2.1 peut être appliqué à des W 
qui ne satisfont pas (1.6) (voir §2.2 et §2.3). 

2.2. Contrainte produit vectoriel non nul. On suppose que W : M^^^ — > 
[0, +oo\ satisfait la condition suivante 

(2.11) il existe a, /3 > tels que pour tout F ={Fi\ F2) G M^''^ 
si |Fi A F2I > a alors W{F) < f3{l + |F|p), 

avec Fi A F2 désigne le produit vectoriel de -Fi par F2. (Par exemple, on peut 
prendre W donnée par W{F) := \F\p + h{\Fi A F2I) avec h : [0, +oo[^ [0, -l-oo] une 
fonction Borel mesurable satisfaisant la propriété suivante 

(2.12) pour tout (5 > il existe > tel que h{t) < rg pour tout t > 6 

(par exemple, h{0) — +00 et h{t) — si t > avec a > 0). Il est clair que W 
ainsi définie ne satisfait pas (1.6).) Le résultat suivant a été démontré dans [6] (voir 
aussi [8]). 

Théorème 2.18. Si W vérifie (2.11) alors ZW satisfait (2.1). 

Schéma de démonstration. Utilisant la proposition 2.3(a) avec D Çl M? et lç £ 
Affo(-D;K'^) bien choisis, on montre d'abord que si W vérifie (2.11) alors ZW 
satisfait la condition suivante 

(2.13) il existe 7 > tel que pour tout F = (Fi | F2) G M^""^, 

si min{|Fi -l- F2I, |Fi - F2I} > a alors ZW{F) < 7(1 + |F|P) 
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avec a > donné par (2.11). On prouve ensuite, en utilisant la proposition 2.3(d) 
avec L» C R2 et G Affo(-D;M^) bien choisis, que si ZW vérifie (2.13) alors ZW 
satisfait (2.1). □ 

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des théorèmes 2.18 et 2.1. 

Corollaire 2.19. Si W satisfait (2.11) alors (1.11) a lieu avec W = QW = ZW. 

Démonstration du théorème 2.18. On procède en deux étapes. 



Montrons que ZW satisfait (2.13). Soit F = {Fi \ F2) e M^^^^ tel que 
- F2I, |Fi — F2I} > a. Alors, l'une des trois possibilités suivantes a lieu : 

|J^i AF2I ^0 ; 

|Fi AF2I ^Oaveci^i ^0 ; 

|Fi AF2I = avec F2 ^ 0. 

: ïi — 1 < a;2 < a;i + 1 et — xi — 1 < 2:2 < 1 — xi} et 



Etape 1. 
min{|i^i 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

Posons D := {{xi,X2) £ 
définissons G Affo(-D;I 



par 



1p{xi,X2) ■■ = 



-Xi + {X2 + 1) 
(1 - Xi) - X2 
Xi + {1- X2) 
{xi + 1) + X2 



si {xi,X2) G Al 
si {xi,X2) e A2 
si {xi,X2) G A3 
si {xi,X2) G A4 



avec : 



Al 
A2 
A3 
A4 



= {(xi,X2) G : xi > et a;2 < 0} 
= {(xi,X2) G -D : xi > et a;2 > 0} 
= {(xi, X2) G -D : xi < et X2 > 0} 
= {(xi,X2) G : xi < et X2 < 0}. 



Considérons Lp G AfFo(£'; 

(/3(x) :— ip{x)i> avec 



■^) donnée par 

F1AF2 



F1AF2 

: 1 et {Fi,v) = 
= 1 et (F2,z/) 



si on a (2.14) 
si on a (2.15) 
si on a (2.16). 



Alors 



F + V(p(x) 



{Fi- i'\F2 + v) si X G int(Ai) 
Ifi-v\F2-v) si X g int(A2) 
{Fi+v\F2-v) si X G int(A3) 
{Fi+v\F2 + v) si X g int(A4) 
(où int(i?) désigne l'intérieur de l'ensemble E). Utilisant la proposition 2.3(a) on 
déduit que 



(2.17) ZW{F) < ^{W{Fi 



+ W{Fi - 

Or |(Fi-i/)A(F2 + i/)|2 = IF1AF2- 
|(Fi +F2) A;/|2, donc 

|(Fi+i/)A(F2-j/ 
De la même façon, on obtient : 

|(Fi-z/)A(F2-î/)| > IF1-F2I 
|(Fi+j/)A(F2-t/)| > IF1+F2I 



' I F2 + I/) + W{Fi -v\F2-v) 

-v\F2-v) + W{Fi +v\F2 + v)). 
-(Fi + F2)Ai/|2 = |FiAF2|2 + |(Fi+F2)A:/|2 > 

I > \{Fl+F2)^y\ = \Fi+F2\. 
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|(i^l+J/)A(^^2 + i^)|>|-Fl-^^2|. 

Ainsi - î/) A {F2 + > a, \{Fi ~ v) h {F2 - > a, \{Fi + j/) A {F2 - > a 
et \{Fi + I/) A (F2 + i^)\>a car min{|Fi + F2I, |Fi - F2I} > a. Utilisant (2.11) il 
suit que 

WiFi-i^\F2 + i^) < /3(l + |(Fi-i/|F2 + z/)|P) 

< /52P(l + |(Fi |F2)r + |(-Hî^)n 

< /322p+i(l + |F|P). 



W{Fi - 1/ I F2 - i/) < (32'^P+^{1 + \F\P) ; 
W{Fi +i^\F2-iy)< /322î'+i(l + IFIP) ; 
W{Fi +i'\F2 + iy)< /322p+i(l + \F\p), 

et utilisant (2.17) on conclut que ZW{F) < P2^p+'^{1 + \F\p). 

Étape 2. Montrons que ZW vérifie (2.1). Soit F ={Fi\ F2) E M^'^'^. Alors, l'une 



Al := {{xi,X2) <E Y : X2 < xi < -X2 + 1} 
A2 := {(a;i,2:2) e Y : -Xi + 1 < 0:2 < Xi} 
A3 := {{xi,X2) e Y : -2:2 + 1 < a^i < X2} 
A4 := {(xi,a:2) € 1" : Xi < 0:2 < -Xi + 1}. 
Considérons S Affo(y;]R'^) donnée par 



De la même manière, on a : 




avec : 




Alors 



[ (Fi + 1/ I F2) sixe int(A4). 
Utilisant la proposition 2.3(d) on déduit que 




(2.22) ZW{F) < -{ZW{Fi\F2+i^)+ZW{Fi~iy\F2) 

+ ZW{Fi I F2 - J/) + ZW{Fi + V I F2)) . 



18 



OMAR ANZA HAFSA & JEAN-PHILIPPE MANDALLENA 



Or |Fi + (^^2 + y)? = \{Fi+ F2) + - |Fi + Fsp + \iy\^ = \Fi + + > a^, 
d'où |Fi + {F2 + > a. De la même façon, on obtient |Fi — {F2 + > a, donc : 

min{|Fi + (F2 + |Fi - (F2 + > a. 

De la même manière, on a : 

min{|(Fi + F2\, |(Fi - J/) - F2I} > a ; 

min{|Fi + {F2 - \Fi - (F2 - > a ; 

min{|(Fi + j/) + F2I + j/) - F2I} > a. 
Comme ZW satisfait (2.13) il suit que 

ZW{Fi\F2 + i') < 7(1 + 1(^^1 I ^^2 + ;^)^) 

< ^2Pil + \{F,\F2)\P + \iO\,y)\n 

< max{l,aP}72î'+i(l + |F|P). 

De la même façon, on obtient : 

ZW{Fi - I F2) < max{l,aP}72P+i(l + \F\p) ; 
ZW{Fi \F2~1y) < maxjl, aP}72P+i(l + \F\p) ; 
ZW{Fi + iy\F2)< maxjl, aP}72P+i(l + \F\p), 

et utilisant (2.22) on conclut que ZW{F) < max{l, aP}-f2P+'^{l + \F\p). □ 

2.3. Contrainte déterminant non nul. On suppose que W : M^^'^ — > [0, +00] 

satisfait les deux conditions suivantes : 

(2.23) pour tout 5 > il existe es > tel que pour tout F e M^^^, 
si Ideti^l > ô alors W{F) < cs{l + \F\p) ; 

(2.24) W{PFQ) = W{F) pour tout F G M^''^ et tout P,Q e §0(3) 

avec SO(3) := {Q e M^^^ : Q^Q = QQT ^ ^^^q ^ désigne la 

matrice identité de M'^^^ et Q"^ est la matrice transposée de Q. (Par exemple, on 
peut prendre W donnée par W{F) := \F\p + h{\detF\) avec h : [0, +oo[^ [0, +00] 
vérifiant (2.12). Noter que W ainsi définie ne satisfait pas (1.6) et est compatible 
avec (1.4) et (1.2).) Le résultat suivant a été démontré dans [8]. 

Théorème 2.20. Si W vérifie (2.23) et (2.24) alors ZW satisfait (2.1). 

Schéma de démonstration. Utilisant successivement la proposition 2. 3 (a) et la propo- 
sition 2.3(d) avec D C M'^ et e Affo(-D; K'^) bien choisis, on montre que si W vérifie 
(2.23) alors ZW est finie. De la proposition 2.3(c) on déduit que ZW est continue. 
Il suit que 

(2.25) ZW{F) < c' pour tout F e M^""^ tel que |Fp < 3 avec c' > 0. 
De plus (par (2.23) avec (5 = 1) il est clair que 

(2.26) ZW{F) < ci(l + \F\P) pour tout F G M^^^ tel que |detF| > 1 
avec Cl > 0. 

Utilisant à nouveau la proposition 2.3(a) (avec D C M.^ et tf E Affo(£';M"^) bien 
choisis) et la rang-1 convexité de ZW {ZW est rang-1 convexe par la proposition 
2.3(b) puisque ZW est finie), on prouve que sous (2.23) on a 

(2.27) ZW{F) < c"(l + \F\P) pour tout F e M^''^ tel que F est diagonale, 
Ideti^l < 1 et \Ff > 3 avec c" > 0. 
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Combinant (2.25), (2.26) et (2.27), on voit que l'on a démontré que si W vérifie 
(2.23) alors ZW satisfait la condition suivante 

(2.28) il existe c> tel que pour tout F e M^""^, 

si F est diagonale alors ZW{F) < c(l + \F\p). 

D'autre part, ZW{PFQ) = ZW{F) pour tout F G M^^^ et tous P, Q € §0(3) 
puisque W vérifie (2.24) et, lorsque F est inversible, F = PQ^FQ avec P,Q & 
§0(3) et F diagonale, donc pour toute matrice inversible F il existe une matrice 
diagonale F telle que ZW{F) = ZW{F). Notant que |F| = \F\ et utilisant (2.28) 
on déduit que pour toute matrice inversible F, ZW{F) < c(l + l-F]^). Comme ZW 
est continue et l'ensemble des matrices inversibles est dense dans M^^'^, il suit que 
ZW satisfait (2.1). □ 

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des théorèmes 2.20 et 2.1. 

Corollaire 2.21. Si W satisfait (2.23) et (2.24) alors (1.11) a lieu avec W = 
QW = ZW. 

Démonstration du théorème 2.20. On procède en quatre étapes. 



Étape 1. Montrons que ZW est finie. Il est clair que ZW{F) < +oo pour tout 
F G M^""^ avec M^^^^ {F e M^''^ . ^^^p ^ q}. Donc, tout revient à prouver 
que ZW(F) < +oo pour tout F G M^^^ \ M^^^^. Fixons F = {Fi \ F2 \ F3) e 
M3x3\m2^^ où i^i, F2, G sont les colonnes de la matrice F. Alors, rang(F) e 
{0, 1, 2} (où rang(i^) désigne le rang de la matrice F). 

Etape 1.1. Montrons que si rang(i^) = 2 alors ZW{F) < +00. Sans perdre de 
généralité on peut supposer qu'il existe X,fj, G R tels que F3 — XFi + ^F2. Étant 
donné s S M* , considérons C M"^ (voir la figure 2) donné par 

(2.29) D := int(utiAf) 

(oii int(i?) désigne l'intérieur de l'ensemble E) avec : 



AI 


= {{xi 


X2 


X3) e I 


R3 


xi > 0, a;2 > 0, > et xi + 


X2 + 


SX3 < 1} ; 




= {{xi 


X2 


X3) G I 




xi < 0, a;2 > 0, 2:3 > et —xi 


+ a;2 


+ SX3 < 1} ; 


A* 
^3 


= {{xi 


X2 


X3) e I 




xi < 0, a;2 < 0, a;3 > et —xi 


-X2 


+ SX3 < 1} ; 


A| 


= {{xi 


X2 


X3) e I 




xi > 0, a;2 < 0, 2:3 > et xi — 


X2 + 


SX3 < 1} ; 


Ai 


= {{xi 


X2 


X3) G I 


R3 


xi > 0, a;2 > 0, 2:3 < et xi + 


X2 - 


SX3 < 1} ; 


Ai 


= {{xi 


X2 


X3) e I 




x\ < 0, a;2 > 0, a;3 < et —x\ 


+ X2 


- SX3 < 1} ; 


AÇ 


= {{xi 


X2 


X3) e I 




x\ < 0, a;2 < 0, X3 < et —x\ 


-X2 


- SX3 < 1} ; 


Ai 


= {{xi 


X2 


X3) € I 




x\ > 0, a;2 < 0, X3 < et x\ — 


X2 - 


SX3 < 1}. 



(Il est clair que D est ouvert, borné et \dD\ — 0.) 
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Définissons G AfFo(-D;M) par 



(2.30) 



-{Xi -1) - X2- SX3 
Xl - (X2 - 1) - SX3 

{Xi + 1) + X2 - 
-Xl + {X2 + 1) - SX3 
-{Xi - l) - X2 + SX3 
Xl - ix2 - 1) + 52:3 

{xi + 1) + a;2 + SX3 



si {xi,X2, X3) e Af 
si (a;i,a;2,a;3) G A| 

si {xi,X2,X3) G A| 

si {xi,X2,X3) G A4 

si (a;i,a;2,a;3) G A| 
si {xi,X2,X3) G A| 
si (a;i,a;2,a;3) G Af 
si {X1,X2,X3) G A|. 



-Xl + {X2 + 1) + SX3 

(Noter que tps est l'unique fonction continue, affine sur chaque A| et nulle sur dD 
telle que ?/'s(0) = 1.) Fixons s G M*\{A — /Lt, — (A— /x), A+/x, — (A+/u)} et considérons 
tp e ASo{D;R^) donnée par 

Fi Ai^2 



ip{x) := ips{x)v avec u := 



\FiAF2\^' 



Alors 



F + Vifix) 



Comme detF = 0, Fi A F3 



|det(F + V<^(a;))| 



(Fi — V \ F2 — u \ F3 — su 
(Fi + I F2 - I F3 - su 
(Fi + 1/ I F2 + I F3 - su 
(Fi - I F2 + I F3 - su 
(Fi — 1 F2 — î/ 1 F3 + SI/ 
(Fi + I F2 - I F3 + Si/ 
(Fi + 1/ I F2 + 1/ I F3 + su 
(Fi - I F2 + 1/ I F3 + su 

= n{Fi A F2) et F2 A F3 



si X G int(Af ) 
si X G int(A|) 
si a; G int(A|) 
si X G int(A4) 
si X G int(A§) 
si X G int(A|) 
si X G int(A7) 
si X G int(A|). 

A(F2 AFi) on a 



|s-(A + /i)| 

|,s + (A-/i)| 
|s + (A + m)I 

\s-{\-^i)\ 



si X G int(Af ) U int(Af ) 
si X G int(A|) U int(A|) 
si X G int(A|) Uint(A|) 
si X G int(A|) Uint(Ag). 
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(Pour les calculs noter que det(Fi + \ F2 + \ F3 + ^v) = 7 — a A — /3/i avec 
a e {—1,1}, (3 e {—1,1} et 7 e {—s, s}.) Il suit que pour presque tout x £ D, 
|det(i^ + V^(a;)| > mm{\s - {X + ^i)\,\s + (X - n)\,\s + i\ + ^i)\,\s - {X- =: S 
{S > 0). Utilisant la proposition 2.3(a) et (2.23) on déduit qu'il existe es > tel 
que 

2W{F) < ^ WiF + V(^(x)) <cs + + 
d'où ZW{F) < +00. 

Étape 1.2. Montrons que si rang(i^) = 1 alors ZW{F) < +00. Sans perdre de 
généralité on peut supposer qu'il existe A,/i G M tels que F2 = XFi and F3 = ^Fi. 
Considérons D C M.^ donné par (2.29) avec s ë M* \ {—fi, fi} et définissons (p G 
Affo(£';R^) par (f{x) := iis(x)v avec 1/ G \ {0} tel que {v,Fi) = 0, où i)^ est 
définie par (2.30). Utilisant la proposition 2.3(d) on a 

ZW{F) < - {ZW{Fx - u\ F2-v\F3- sv) + ZW{Fi + ly \ F2 - \ F3 ~ siy) 
8 

+ ZW{Fi +iy\F2 + J^\F3-siy) + ZW{Fi - | F2 + | F3 - si/) 
+ ZWiFi -iy\F2-iy\F3 + siy) + ZW{Fi + u \ F2 - v \ F3 + su) 
+ ZW{Fi +v\F2 + i^\F3 + sv) + ZW{Fi - v \ F2 + v \ F3 + su)). 

Notant que s G M* \ {— /i, /i} il est facile de voir que : 



rang(Fi 


— V 


F2 


— V 


F3- 


sv) 


= 2 


rang(Fi 


+ V 


F2 


— V 


F3- 


sv) 


= 2 


rang(Fi 


+ V 


F2 


+ V 


F3- 


sv) 


= 2 


rang(Fi 


— V 


F2 


+ V 


F3- 


sv) 


= 2 


rang(Fi 


— V 


F2 


— V 


F3 + 


sv) 


= 2 


rang(Fi 


+ V 


F2 


— V 


F3 + 


sv) 


^ 2 


rang(Fi 


+ V 


F2 


+ V 


F3 + 


sv) 


= 2 


rang(Fi 


— V 


F2 


+ V 


F3 + 


sv) 


= 2, 



et utilisant l'étape 1.1 on déduit que ZW{F) < +00. 

Étape 1.3. Montrons que ZW{Q) < +00. Utilisant la proposition 2.3(d) avec D C 
donné par (2.29) avec s e R* et (p £ Afïo(£';M^) définie par ip{x) := %l>s{,x)v 
avec G K'^ \ {0}, où '4>s est définie par (2.30), on a 

ZW{Q) < l{ZW{-iy\-iy\-siy)+ZW{iy\-iy\-siy)+ZW{iy\i^\~siy) 
8 

+ ZWi-f I ly I -Si/) + ZW{-iy I -i^ I siy) + ZW{v \ -v \ sv) 
+ ZW(y \v\sv)+ ZW{~v I V \ sv)). 

De plus, rang(— | —v \ —sv) = rang(z/ | —v \ —sv) = rang(i^ | v \ —sv) = 
rang(— | v \ —sv) — rang(— // | —v \ sv) = rang(t/ | —v \ sv) — rang(j/ | v \ sv) = 
rang(— | v \ sv) = 1, d'où ZW{0) < +00 par l'étape 1.2. 

Étape 2. Montrons que ZW satisfait (2.28). Par l'étape 1 et la proposition 2.3(b) 
on déduit que ZW est continue, donc ZW satisfait (2.25). De plus, il est clair 
que ZW vérifie (2.26). Considérons donc F G M'^^'^ tel que F est diagonale. 
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Ideti^l < 1 et > 3, i.e., F ^ {F,j) avec F,j ^Osii^ j, IF11F22F33I < 1 et 



(2.31) 
(2.32) 
(2.33) 
(2.34) 
(2.35) 
(2.36) 



1^22! + I-P33I ^ 3. Alors, l'une des six possibilités suivantes a lieu 



li^ii 
I-F22 
I-F33 

I-F22 
I-F33 



< 1, 

< 1, 

< 1, 

> 1, 

> 1, 

> 1, 



K22 
1^33 

\Fn 

K22 
I-F33 
li^ll 



> 1 et |i^33 

> 1 et |Fii 

> 1 et IF22 

< 1 et IF33 

< 1 et |Fii 

< 1 et IF22 



> 1 

> 1 

> 1 

< 1 

< 1 

< 1. 



Étape 2.1. Montrons qu'il existe C2 > tel que si F est diagonale avec |det_F| < 1 
et satisfait (2.31), (2.32) ou (2.33) alors ZW{F) < 02(1 + \F\p). Soient D C 
donné par (2.29) avec s = 1 et ip G Afïo(-D; M'^) définie par (p{x) := ipi{x)i', où 

( (2,0,0) si on a (2.31) 
u = < (0,2,0) si on a (2.32) 
[ (0,0,2) si on a (2.33) 

et ipi est définie par (2.30) avec s = 1. Il est facile de voir que pour presque tout 
X e D, 

( |2|i^22||-F33| - IdetFll si on a (2.31) 
|det(i^ + V^(a;))| > < |2|Fii||F33| - |detF|| si on a (2.32) 
i |2|Fii||F22| - Ideti^ll si on a (2.33), 

donc \det{F + \7 ip{x))\ > 1 p.p. dans D. Utilisant la proposition 2.3(a) et (2.23) 
et notant que |V(^(a;)| — 2V3 pour presque tout x £ D, on déduit que ZW{F) < 
C2(l + \F\P) avec C2 := ci2p(1 + {2V3)p). 

Etape 2.2. Montrons qu'il existe C3 > tel que si F est diagonale et satisfait (2.34), 
(2.35) ou (2.36), alors ZW(F) < £3(1 + |F|p). Soit G G M^^^ matrice diagonale 
donnée par : 



G 



22 



G33 :— 



F22 


-P33 




- sign(F22) 
sign(F33) 



Fil + sign(Fii) 




si on a (2.34) 

si on a (2.35) ou (2.36) ; 

si on a (2.35) 

si on a (2.34) ou (2.36) ; 

si on a (2.36) 

si on a (2.34) ou (2.35), 



oii sign(r) = 1 si r > et sign(r) = — 1 si r < 0. (Il est clair que rang(G) = 1. 
Alors, := F + G et F~ :— F ~ G sont des matrices diagonales telles que : 



(2.37) 
(2.38) 
(2.39) 



i^i+il>l, 1^^2+2! > 1,1^3+3! <1 

i^ril>l,|^^2"2l>lJ^3'3l<l 

F+|<l,|i^2tl>lJ^3+3l>l 
i^ril<l,|^^2"2l>lJ^33l>l 

i^Al>l,|i^2+2l<lJ^3+3l>l 
^^ri|>l,|F22|<l,|F33|>l 



si on a (2.34) ; 
si on a (2.35) ; 
si on a (2.36). 
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Comme ZW est finie (voir l'étape 1), de la proposition 2.3(b) on déduit que ZW 
est rang-1 convexe, d'où 



Prenant en compte (2.37), (2.38) et (2.39) et utilisant l'étape 2.1 on voit que 
ZW{F+) < C2(l + IF+I^) si |detF+| < 1 (resp. ZW{F~) < c^iX + |F+|p) si 
|deti^-| < 1). D'autre part, par (2.23) onaZVF(F+) < ci(1+|F+|p) si |detF+| > 1 
(resp. ZW{F-) < ci(1 + |F+|p) si |detF-| > 1). Notant que \F+\p < 22p(1 + |F|p) 
(resp. |F-|P < 22P(1 + |F|P)) et utilisant (2.40) on déduit que ZM/^(i^) < C3{1 + \F\p) 
avec C3 := 2^p max{ci, C2}. 

Étape 2.3. Des étapes 2.1 et 2.2, il suit que pour chaque F G M^^^, si F est 
diagonale avec jFp > 3 et |detF| < 1 alors ZW{F) < 04(1 + \F\p) avec C4 := 
max{c2, C3}. D'où (2.28) a lieu avec c := max{co, C4}. 

Étape 3. Montrons que ZW{PFQ) = ZW{F) pour tout F G M^^^^ et tout P,Q e 
§0(3). Il suffit de prouver que 

(2.41) ZW{PFQ) < ZW{F) pour tout F G M^''^ et tout P, Q G §0(3). 

En effet, étant donnés F G M^^^ et P, Q G §0(3), on a P = P^{PFQ)Q^ (avec 
M^^ désignant la matrice transposée de M) et utilisant (2.41) on obtient ZW{F) < 
ZW{PFQ). De plus, (2.41) est équivalent aux deux assertions suivantes : 

(2.42) ZW{PF) < ZW{F) pour tout P G M^''^ et tout P G §0(3) ; 

(2.43) ZW{FQ) < ZW{F) pour tout P G M^^^ ^^^^ g 

En effet, (2.42) (resp. (2.43)) suit de (2.41) en prenant Q ^ I3 (resp. P = I3) 
(où I3 est la matrice identité dans M^^^). D'autre part, étant donnés P G M^^^ 
et P,Q G SO(3), par (2.42) (resp. (2.43)) on a ZW{P{FQ)) < ZW(FQ) (resp. 
ZW{FQ) < ZW{F)), d'où ZW{PFQ) < ZW{F). Tout revient donc à prouver 
(2.42) et (2.43). 

Étape 3.1. Montrons (2.42). Soient P G M^^^ et P G SO(3). Considérons G 
Affo(y;M^) et posons := Pip. Alors (/) G Affo(y;K3) et V0 = PVip, donc 

ZW{PF)< f W{PF + \/(j){x))dx = [ W{P{F + P^\/(j){x)))dx 



De (2.24) on déduit que ZW{PF) < Jy W{F+\'(p{x))dx pour tout ip G Affo(r; R^), 
d'où ZW{PF) < ZW{F). 

Étape 3.2. Montrons (2.43). Soient F G M^^^^ et Q G §0(3). Par le théorème de 
recouvrement de Vitali, il existe une famille au plus dénombrable {a; + eiQ^^i^jie/ 
de sous-ensembles disjoints de y, où G M'^ et < < 1, telle que \Y \ Uig/(ai + 
£iQ'^y)\ = (donc Y^iei^i = Considérons ip G Affo(F;IR^) et définissons 
G Affo(r;M^) par 



(2.40) 



ZW{F) < - {ZW{F+) + ZW{F~)) . 
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Alors 



ZW{FQ)< [ W{FQ + \/(j){x))dx ^ y^£i [ W {FQ + \/(p (x) Q) dx 

W{iF + Vip{x))Q)dx. 

De (2.24) on déduit que ZW{FQ) < Jy W{F+S/ip{x))dx pour tout £ ASo{Y; R^), 
d'où ZW{FQ) < ZW{F). 

Étape 4. Montrons que ZW satisfait (2.1). Soient F G MiJ^^ (j^^g,, |!y|3x3 |^ ^ 
M3><3 : deti^ ^ 0}) et P e §0(3) donné par P FM'^ avec 



M 



V F'^F si detF > 
-VF^F si detF < 0. 



Comme M est symétrique, il existe Q G SO(3) et G € M^^'^ tels que G est diagonale 
et M = Q^GQ, donc F = PQ^GQ. D'où ZW{F) = ZW{G) par l'étape 3. Notant 
que |G| = |F| et utilisant (2.28) (voir l'étape 2) on déduit que ZW{F) < c{1 + \F\p) 
pour tout F € MiJ^^. Comme ZW est continue (par l'étape 1 et la proposition 
2.3(c)) et M2^3 ggi- (igj^gg (ig^jjg f£3x3^ ji g^j^ ^^W^ vérifie (2.1). □ 

On peut généraliser le corollaire 2.21 comme suit. (En fait, on peut supprimer la 
condition (2.24) dans le corollaire 2.21.) 

Corollaire 2.22. Si W : M^^^ [0,+oo] satisfait (2.23) alors (1.11) a lieu avec 
W =QW = ZW. 

Démonstration. De l'étape 1 de la démonstration du théorème 2.20 on voit ZW 
est finie, donc ZW est rang-1 convexe par la proposition 2.3(b), d'où ZW < TZW. 
D'autre part, du théorème 3.25 on déduit que TZW satisfait (2.3). En effet, comme 
W satisfait (2.23) et |detF| = v{F) pour tout F € M^^^, où v{F) est le produit 
des valeurs singulières de F, alors W vérifie (3.52). Par conséquent, ZW satisfait 
(2.1), et le résultat suit par le théorème 2.1. □ 

2.4. Contrainte déterminant strictement positif. Etant donné 71 > 1 quel- 
conque, on définit Wn : W^""^ [0, +00] par 



WniF) :-- 



W{F) si detF > 
/i„(F) si detF < 0, 

où hn : M^^^ [0, +00] est Borel mesurable, vérifie hn{F) < c„(l + \F\p) pour 
tout F G M^^^ avec c„ > et, pour chaque F € M^^^ tel que detF < 0, 
{hn{F)}n>i est croissante et sup„>]^ /i„(P) = +00. La suite {VF„}„>i est donc 
croissante et, lorsque W satisfait (1.1), sup„>]^ Wn = W. Pour plus de détails sur 
la question suivante voir Bail [13, §2.2 p. 7]. 

Question 2.23. Peut-on choisir {hn}n>i de manière à avoir le résultat qui suit. 
Si W satisfait (1.1) et la condition suivante 

(2.44) pour tout S > il existe cs > tel que pour tout F g M^^^, 

si detF > ô alors W{F) < cs{l + \F\p), 
alors (1.11) a lieu avec W — sup„>]^ QWn ~ sup„>2^ ZWn ? 
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Remarque 2.24. Si W satisfait (1.1) et (2.44) on a 

(2.45) [ supQiy„(V(/)(j:))dx = [ supZWnC^(l){x))dx <7{(f>) 

Jçin>l Jnn>l 

pour tout (/) G W^^'P{n;R^). 
En effet, définissons /„ : W^-P{n;R'^) [0, +oo] par 

InW := / Wn{V(bix))dx 

et notons /„ la régularisée soi de /„ par rapport à la topologie faible de W^-'P{il\ M^). 
Comme W vérifie (1.1), il est clair que sup„>;^ /„ < /. De plus, chaque Wn 
vérifie (2.23) puisque W satisfait (2.44), donc, par le corollaire 2.22, /„(^) = 
^ ZWn(V 4>{x))dx = QWn(V (t){x))dx pour tout n > 1 et tout e W^1'P(0; M^), 
et (2.45) suit. 

3. Passage 3D-2D avec contraintes de type déterminant 

3.1. Généralités. Dans [5, 7] nous avons montré les deux théorèmes suivants (voir 
aussi le théorème 3.16). 

Théorème 3.1. Si W est continue et satisfait (1-4), (2.23) et 
(3.1) W{i I C) = W{£, I -C) pour tout ^ G M''^^^ ^ ^ ]^3^ 

alors /mcm = r(7r)-Ume^o h avec Wmcm = QWo = ZWq. 

(Les fonctionnelles 4 : W'^'P{Y,^]^^) [0, +oo] et /mcm : W^'P{^;R^) [0,+oo], 
avec := Sx] — |,|[c oii S c est un ouvert borné et e > 0, sont 
respectivement définies en (1.13) et (1.14). La fonction Wq : M"^^^ [0, +00] est 
donnée par (1.16).) 

Théorème 3.2. Si W est continue et vérifie les conditions (1-1) et (2.44) alors 

/mcm = r(7r)-lim£^o le aveC W^cm = QWo = ZWq. 

Ces théorèmes étendent le théorème 1.10. Ils sont plus réalistes du point de vue de 
l'hyperélasticité : le théorème 3.1 (resp. 3.2) est compatible avec (1.4) (resp. (1.1)) 
et (1.2). 

Dans ce qui suit nous donnons les preuves des théorèmes 3.1 et 3.2 (voir §3.1.1- 
3.1.3 pour la structure générale et §3.2-3.3 pour les détails). Les démonstrations 
des théorèmes 3.1 et 3.2 ont la même structure que l'on peut décomposer en trois 
points (voir §3.1.1-3.1.3). 

3.1.1. Préliminaires. Pour chaque e > 0, on considère Xe : W^'P{'S;M.^^) [0, +00] 
définie par 

X,(^) :-inf{4(</>) iTra^) = V}- 
Définition 3.3. On dit que P-converge vers /mcm et on écrit 

/mcm = L- lim 

si 

P- lim inf = P- lim sup 2^ — /mcm 
avec P-liminf Je,P-limsupIe : W^^'î'(S];R^) -> [0, +00] définies par : 
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r-liminfXe) (V') := inf (liminf XelV-e) : W^'P{T.;W^) 3 tP, ^p] ; 

r-limsupXe^ (tP) :=inf |limsupXe(?Ae) : W^'P{^;R^) 9 ^ V'j- 

La définition 3.3 est équivalente à la définition 1.9 oil "i/jg ^ ip" est substitué par 
"7re((/)e) ^ V"- Il est alors facile de voir que 

(3.2) Imcm — r(7r)- lim si et seulement si /mcm = T- limX^. 

6— >0 e^O 

Tout revient donc à "calculer" la F- limite de lorsque e —> 0. Pour cela, on étudie 
d'abord la F-convergence de 1^ lorsque e ^ (voir §3.1.2) et on établit ensuite une 
représentation intégrale de la F-limite (voir §3.1.3). (Cette procédure générale a 
été initiée dans [3], voir aussi [9]). 

Le lemme suivant sera utilisé dans la suite (rappelons que W est supposée coercive) . 

Lemme 3.4. Si W est continue et vérifie (1-4) et (2.23) ou (1.1) et (2.44) alors 
Wo satisfait les propriétés suivantes : 

Wq est continue (et coercive) ; 

(3.3) Wo(^i I ^2) — +00 si et seulement si Çi A Ç2 = ; 

(3.4) pour tout S > il existe es > tel que pour tout ^ = (^1 | ^2) G M"^^^, 

SI 16 A 61 > ^5 alors WoiO < ^sil + l^H- 

Plus précisément, Wq est continue (et coercive) dès que W est continue (et coer- 
cive), (3.3) a lieu dès que W vérifie (I.4) ou (1.1) et (3.4) a lieu dès que W vérifie 
(2.23) ou (2.44). 

Démonstration. Comme W est coercive, on a 

(3.5) I > ^^d^'' + ICr) pour tout (6 C) € M^^^^ ^ ^3 

avec C > (qui ne dépend que de p). Donc Wo(C) > C'I^^ PO^r tout ^ e M'"^^^, 
i.e., Wq est coercive. Puisque W est continue, W{- \ C) est continue pour chaque 
Q G M^, d'où Wq est semi-continue supérieurement. Donc, pour montrer que Wq 
est continue, il suSit de prouver que Wq est sci. Pour cela, considérons ^ G M'^^^ 
et {Cn}ri>i C M3><2 tels que 6 ^ 6 sup„>i Wo(6i) < +00 et fim„_+oo Wo(Cn) = 
liminf„^+oo Wo(6)- Pour chaque n > 1, il existe („ G tel que 

(3.6) WoiU < W{Cn I Cn) < WoiCn) + -■ 

n 

Alors sup„>iW^(6 I Cn) < +00 (puisque sup„>i 1^0(6) < +oo)- Or, par (3.5), 
ICnl'' ^ ^W^(Cri I Cn) pour tout n > 1, douc sup„>i iCnl'' < Il suit qu'il existe 

C € K'^ tel que Cn ^ C (à une sous-suite près). D'où fim„^+oo W{£^n \ Cn) = W{S^ \ C) 
(puisque W est continue). De (3.6) on déduit que hm„^+oo Wo(6) = I^(C I C) > 
W^o(Ç). 

Montrons (3.3). Étant donné ^ = (6 | 6), si M^o(Ci I 6) < +oo (resp. Wo(Ci | 
6) = +oo) alors W{£, \ Ç) < +oo (resp. \ C) — +oo) avec C G (resp. pour 

tout C e R^), donc Cl A 6 ^ (resp. Ci A C2 = 0) par (1.4) ou (1.1). 
Montrons (3.4). Soient (5 > et C = (Ci I C2) tels que |Ci A C2I > S. Posant 
C on a det(C | C) > et utilisant (2.23) ou (2.44) on déduit qu'il existe 

es > (qui ne dépend pas de C) tel que Wo(C) < cs{l + |C|^)- □ 
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Remarque 3.5. Pour Ben Belgacem Wmom — QR-Wq (voir [15, 16, 17]). En fait, 
lorsque W satisfait (2.44), on a QTIWq = QWq = ZWq. En effet, du lemme 3.4 
on voit que Wq satisfait (3.4) donc (2.11). Du théorème 2.18 on déduit que ZWq 
vérifie (2.1) (donc ZWq est finie), et le résultat suit de la remarque 2.10. 

On définit I : W^'P{T.; M^) ^ [0, +oo] par 

et on considère X,Xaff ,Idiff. : W^'^l'S; M.^) [0, +oo] données par : 
o X(V') inf |liminfX(V'„) : H/^'P(S;R3) 9 Vn ^ V' 1 ; 

I n— * + oo J 

o Xaff(^) := inf (liminf I(V'n) : Afî(E;R3) 9 ^„ - ^ 

1 /'V. Tn)3\ 



o Idifi.(^) inf <^ liminfX(^„) : Ci(I];R^) 3 ^ i' 

I n — > + oo 

avec C1(S;R3) := g CHË;R3) ; di^p{x) A d2ijix) ^ pour tout a; G Ë} où 
diip{x) (resp. d2ip{x)) désigne la dérivée partielle de ■0 en a; = (xi,X2) par rapport 
à xi (resp. X2)- (En fait, C^(S;R'^) est l'ensemble des C^-immersions de S dans 

R3.) 

Remarque 3.6. Lorsque Wq vérifie (3.3) on a 

o Xaff(0) := inf (liminf I(V'n) : Afî4l];R3) 9 t/^ ^ V 
avec Afï4E;R3) := {ip e Afî(I];R3) : dii:{x) A 52V'(a;) 7^ p.p. dans S}. 
3.1.2. Existence de la T-limite deX^. On démontre les trois propositions suivantes. 
Proposition 3.7. r-liminlX^ >I. 

Proposition 3.8. Si W est continue et satisfait (1-4), (2.23) et (3.1) alors 

T- lini sup < Xaff • 

£^0 

Proposition 3.9. Si W est continue et satisfait (1.1) et (2.44) alors 

T- lim supXe < Idiff, ■ 

La proposition 3.7 se démontre assez facilement (voir ci-dessous). Les propositions 
3.8 et 3.9 sont plus difficiles à prouver (voir §3.2 et §3.3). 

Démonstration de la proposition 3.7. Considérons ip G VK^'^(E;R'^) et {V'£}£ C 
M^i'P(I]; R3) tels que ipe ^ dans W^'P^E; R^). On doit prouver que 

(3.7) lim inf Je ('/'£) >Ï(w)- 

£^0 

Sans perdre de généralité on peut supposer que supe>o^£(V'£) < +c« and ip^ ^ i/j 
dans LPCS; R^). Pour chaque e > 0, il existe 0e € n~^{'ips) tel que 

(3.8) leii^e) > - e. 
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Définissons </>£ : Si ^ par (j)e{x,X3) :— <j)e{x,ex3) (avec Ei = Sx] — |, ^[). On 
a alors 

(3.9) /£(0e) ^ j ^ {dih{x,X3) I Ô20£(a;,a;3) I 7930e(a;, xa)^ dxdxa. 

Utilisant la cocrcivité de W on déduit qu'il existe c > tel que ||93ç!)e||ip(x;j.i{3) < 
ce'P pour tout e > 0, donc \\<j)^ — ^eWhvir.i-'g?) < c'e^ par l'inégalité de Poincaré- 
Wirtinger, oii c' > est une constante indépendante de e. Il suit que (j)^ ^ -ip 
dans LP{T,i]R^). Soit G W^-p{Y,]M?') définie par (^f (2;) := (^e(x,a:3) avec 
a;3 s] — ^, Alors (à une sous-suite près) ip^^ ip dans L''(S; E'^) pour presque 
tout 2:3 e] — i, i[. Prenant en compte (3.8) et (3.9) et utilisant le lemme de Fatou, 
on obtient 

liminfX£(V'£) > (^liminf J Wo{Vf^/{x))dx^dx3, 

donc liniinf£^o2'e(w£) > avec : VF^'^(S; M^) [0, +00] donnée par 

J{ip) inf jliminf / Wo(\/(pn{x))dx : W^^p{^;R^) 9 </? dans LP(S;R' 

Comme Wq est coercive (voir le lemme 3.4) on a ^7 = I, et (3.7) suit. □ 

La proposition suivante est une conséquence immédiate des propositions 3.7, 3.8 et 
3.9. 

Proposition 3.10. r-lim£_>o2£ —I dans les deux cas suivants : 

(a) W est continue (coercive), satisfait (I.4), (2.23) et (3.1) X = Xaff ; 

(b) W est continue (coercive), satisfait (1.1) et (2.44) et X — XdiSt- 

3.1.3. Représentation intégrale de la T-limite de X^. D'après les théorèmes 2.1 et 
2.18, si Wo satisfait (3.4) (donc (2.11)) alors X = /mem avec WVom = QWq = ZWq. 
Donc, prenant en compte (3.2) et la proposition 3.10(a), le théorème 3.1 est démon- 
tré si on prouve que X — X^s ce qui est vraie grâce au théorème 2.1-bis. 
De même, prenant en compte (3.2) et la proposition 3.10(b), le théorème 3.2 est 
démontré si on prouve que 

(3.10) X^Xdiff.. 

Cette dernière égalité est plus difficile à démontrer (voir le théorème 3.19). Sa 
preuve utilise deux théorèmes d'approximation par Ben Belgacem-Bennequin (voir 
le théorème 4.17) et Gromov-Eliashberg (voir le théorème 4.3) ainsi que deux 
femmes de Ben Belgacem (voir les lemmes 3.20 et 3.21). (Pour la démonstration 
de (3.10) voir §3.3.3.) 

3.2. Contrainte déterminant non nul. Dans ce paragraphe on démontre la 
proposition 3.8. 

3.2.1. Préliminaires. Etant donné ■0 G Aff *(S; M?), il existe une famille finie {Vi}ig/ 
de sous-ensembles ouverts et disjoints de S telle que |S \ Uie/Vî| = 0, \dVi\ = et 
VV'(a;) = dans V, pour tout i £ I avec = (Ç,,i | ^^^3) e U^""^ et A ^^,2 ^ 0. 
Pour chaque î G / et chaque j > 1 , on définit U^j , U^j C M.^ par 

Ur^ |c e : clet(e. | C) < -j| et U+ := |c G ; det(6 I > ^} • 



RELAXATION ET PASSAGE 3D-2D AVEC CONTRAINTES DE TYPE DÉTERMINANT 29 



Il est facile de voir que : 

(3.11) U^j et Ulj^j sont non vides et convexes ; 

(3.12) Ur^ U = je e : |det(e ' ^ 7} ' 

(3.13) C/^ C C/^ C [7^3 c • • • C Ur^ = {( eM.' : det(C | C) < O} ; 

(3.14) C/+ C C/+ C C/+ C • • • C ^U^ f/+- = {C e : det(a C) > 0} . 
De plus, on a 

(3.15) il existe j,/, > 1 et une partition (/^, /^) de / telle que 

(Di^i-U-^) n (n,e/+C/+.) 7^ pour tout j > j^. 

Preuve de (3.15). Pour chaque i G I, considérons l'hyperplan Hi C K'^ défini par 
H, := {C G : det(^i | C) = 0}. Il est clair que UieiHi ^ q^'^ g^ig^g ^ g r3 

tel que det(^i | C) 7^ pour tout i Çi I. Utilisant (3.12) on déduit qu'il existe 
> 1 tel que C G ^iei{Uj^j^ U U^j^). On peut donc trouver une partition (/^, /+) 
de / telle que (n,;^/- C/^^-^) n {ni^j+U^^^) ^ 0, et (3.15) suit en utilisant (3.13) et 
(3.14). ' ' □ 

On pose V = Ui^iVi et, pour chaque j > j^,, on définit T-^p : S^K^ par 

{U,^, si a; G \^ avec i G 

U^j si X eVi, avec i e /+ 

Le lemme suivant est une conséquence du théorème 5.8. (Dans ce qui suit, étant 
donné T : T,^R^, on pose CÇË;T) := {(p G CÇË;R^) : (p{x) G r{x) p.p. dans Ë} 
avec C(S];R'^) désignant l'espace des fonctions continues de E dans R^.) 

Lemme 3.11. Soient ij} G AfF»(I];R'^) et j > j^. Si W est continue et satisfait 
(2.23) alors 



(3.16) inf / W{Vi!{x) I Lp{x))dx = I inf iy(VV'(a;) | C)dx. 

Démonstration. (On utilise la notation Det(^ | Q — |det(^ | C,)\.) Puisque W est 
continue, (5.5) a heu avec f{xX) — W{y^j{x) \ Ç). Prenant en compte (3.11) et 
(3.15), on voit que est une multifonction sci à valeurs convexes fermées non 
vides et par conséquent (5.6) a lieu avec F = F;^. Étant donnés <(5 G C(S; F;^), il 
est clair que Det(VV'(a;) | a'.p{x) + (1 — a)0{x)) > i pour tout a G [0, 1] et presque 
tout a: G E. De (2.23) on déduit qu'il existe c > (dépendant seulement de j,tp,(p 
et If) tel que WÇS/^p^x) \ aLp{x) + (1 — a)(p{x)) < c pour tout a G [0, 1] et presque 
tout X G E. Ainsi (5.7) a heu avec f{x, () = W{\7^p{x) \ C) et F = F:J,. On applique 
le théorème 5.8 et on obtient (3.16). □ 

Une autre démonstration du lemme 3.11. Il est clair que 

inf / W[\/i!{x) I ip{x))dx > / inf W{\/%l;{x) \ C)dx. 
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Prouvons donc l'autre inégalité. Par (3.15) on a (n^g/- U^j)r] (0;^/+ U^^j) ^ 0, donc 
il existe C, G (Higz-t/jj) n (nurj+U^j). Comme chaque U~j (resp. U^j) est fermé, 
chaque W{£,i \ ■) est continue et W est coercive, pour tout i E (resp. i G /+) il 
existe d S U~j (resp. € J/j^) tel que 

(3.17) W{d I G) = inf Ty(e I C) (resp. 1^(6 | 0) = mf M/(e | C))- 

Soit n > 1. Considérons a„ : S — > K donnée par an (s) h{nàist{x, Yi\V)), oii 
dist(x,Ê\ V^) := inf{|a:: - î/| : y G S \ V^} et : [0, +oo[^ [0,1] est une fonction 
continue telle que h{0) = et h{t) ~ 1 pour tout t > 1. Définissons : S — > K 
par 

(Pn{x) := (1 - a„{x))C + an{x)Ci. 

Il est clair que (pn est continue et puisque T-'^ix) est convexe, (pn{x) G T^'lpix) pour 
tout a; € S, d'où ip,, G C(Ë;r:j,). Utilisant (2.23) on déduit que sup„>i W{Vi){-) \ 
fn{')) € -^^(S)- Rappelant que W est continue et prenant en compte (3.17), on 
voit que lim„^+oc Wi^ij^ix) \ fn{x)) = inf^^pj W{Wip{x) \ () pour presque tout 
a; G S. D'où 

inf . / WC^ipix) I ip{x))dx < lim / VF(VV'(x) | ipn{x))dx 



inf H/(VV'(a;) | C)dx 
s C6r;(x) 



par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue. □ 

Pour chaque j > j^, on définit T-'^ : E^R'^ (la multifonction "symétrisée" de F^) 
par 

Ur^ U si a; e V- 



T'^ix) six€J:\V. 



Noter que P^ n'est pas à valeurs convexes. C'est pour cela que l'on n'utilise pas 
cette multifonction dans le lemme 3.11 et que l'on aura besoin de l'hypothèse de 
"symétrie" (3.1). Le théorème suivant donne une représentation "non intégrale" de 
J sur Afï4I];M3). 

Théorème 3.12. Si W est continue et vérifie (14), (2.23) et (3.1) et si ^ E 
Afî*(S;M3) alors 



I{iP) = inf inf / Wi^ipix) I ip{x))dx. 

3>U veC{Y.;t' ) Je 



Démonstration. Il suffit de prouver que 



(3.18) X(V') > inf inf / VF(VV'(a;) | ip{x))dx. 

3>H veC(S;f;) 

Par (3.1) on a 

(3.19) inf W{V^{x) \ C) = inf W{V^{x) \ C) 
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pour tout j > jtp and tout a; G S. Utilisant (3.19), le lemme 3.11 et le fait que 



r:J, C r:J,, on obtient 

(3.20) inf / inf W^(Vî/'(a;) | C)^^; > mf inf / W{\/^{x) \ ip{x))dx. 

D'autre part, on a : 

o inf VF(VV^(-) I C) e i^(S) par (2.23) ; 

o < inf W{yil}{-) \ C}\ est une suite décroissante par (3.13) et (3.14). 
De plus, on a 

(3.21) inf inf W(Vi/'(-) | C) = mf W{Vil}{-) \ C) = Wq{ViI}{-)) 

grâce à (1.4) et au fait que Uj>j^f^(-) = {C e : det(VV'(-) | C) 7^ O}. D'où (3.18) 
suit de (3.20) et (3.21) en utilisant le théorème de la convergence monotone. □ 

3.2.2. Démonstration de la proposition 3.8. (On utilise les notations Det(^ | Q) = 
|det(Ç I C)l et T = Aff,(S;M3). Qn peut travailler avec Aff*(I];M3) au lieu de 
Aff(E;R'^) grâce à la remarque 3.6.) Il suffit de prouver que 

(3.22) limsupl£(î/;) < 2:(V') 

pour tout ip E !F (puisque F- lim sup^^g sfsci dans W^'P{T,;M.^), voir [21]). 
Etant donné ip € J^, considérons j > j,p (avec donné par (3.15)) et n > 1. 
Utilisant le théorème 3.12 on obtient l'existence de (/s € C{T.\ T-'^) tel que 

(3.23) j W{\Ii;{x)\ip{x))dx <I{il}) + 
Je " 

Soit {ifk}k>i C C°°(Ë;R''') tel que 

(3.24) ifk^^p uniformément. 
On affirme que : 

(3.25) Det(V-!/'(a;) | <Pfc(a;)) > — : pour tout a; G ^ et tout k > avec fc^ > 1 ; 

(3.26) lim / W{\7^pix) \ ipkix))dx ^ [ W{\7ip{x) \ ip{x))dx. 

En effet, posant /x^ := sup^^gy \diip{x) A d2ip{x)\ — max^g/ jÇ^^i A ^^^2! (/^i/. > 0) et 
utilisant (3.24), on déduit qu'il existe k^ > 1 tel que 

(3.27) sup \ipk{x) - (p{x)\ < 

pour tout k > k^. Soient x Cz V et k > k^. Comme (p G C(E; F^) on a : 

(3.28) Det(VV'(a;) | (pkix)) > - - Det(V?/'(x) | (pk{x) - (p{x)). 

j 

Remarquant que Det{Vip{x) \ ipkix) — ip{x)) < \di'ilj{x) A d2it>{x)\\(pkix) — ^ix)\, 
de (3.27) et (3.28) on déduit que Det(VV'(a;) | ipk{x)) > et (3.25) est prouvée. 
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Combinant (3.25) et (2.23) on voit que supfe>fe^ H/(VV'(-) | Vk[-)) e L'^{T.). Comme 
W est continue on a lim^^^+oo W^(Vî/'(a;) | <Pfe(a;)) — W{y^{x) \ (p{x)) pour tout 
X € V et (3.26) suit par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue. 
Considérons k>k^ et définissons la fonction continue 9 :] — i, i[— > M par 6{x^) :— 
miujg/ inf^gy^ Det(^i + xy,Vipk{x) \ (pk{x)). Par (3.25) on a 9{Q) > et par 
conséquent il existe rj^ e]0, ^[ tel que Ô{x3) > jj pour tout x^ g] — r]^,ri^[. Soit 
0/c : El ^ M donnée par (j)k{x, x^) := ip{x) + x^ipkix). Il suit que 

(3.29) Det{\/(j)k{x, ex^)) > -î- pour tout e e]0, r]^[ et tout (a;, ^3) G Vx] — 

De la même façon que dans la preuve de (3.26), combinant (3.29) et (2.23) et 
utilisant la continuité de 14^, on obtient 

(3.30) lim/,(0fc) = lim / W{V(j)k{x, ex3))dxdx3 = / iy(VV'(x) | ^k{x))dx. 

Puisque 7re(0fe) — on a 2g{ip) < lei't'k) pour tout e > et tout k > k^. Utilisant 
(3.30), (3.26) et (3.23), on déduit que limsup^^o2^e(V') < + h (3-22) suit 
en faisant n — > +00. □ 

Remarque 3.13. Étant donné e > 0, on considère : M™^^ [0,+(X)] Borel 
mesurable et on introduit la définition suivante. 

Définition 3.14. Soit p > 1. On dit que : M"^^ -> [0,+oo] est p-ample si 
ZWe{F) < Ce(l + \F\P) pour tout F G M"^^ avec > 0. 

(Pour tout F e M'"^^, ZWeiF) := mî{Jy W^iF + Vip{y))dy : ip G Afîo(y; K")}.) 
On définit le, ZI, : Tyi^P(Se; K") ^ [0, +00] par : 



o IM := / W,iVcPiy))dy ; 

o ziM / zw,ivMy))dy, 



où Se C est un ouvert borné, et on considère tt = {tTeIe une famille d'applica- 
tions de VFi'P(S]e;R™) dans M/1'P(S;R™) avec S C K'^ un ouvert borné. Le 
théorème suivant justifie la définition 3.14. La famille {W^je est supposée uni- 
formément coercive, i.e., We(F) > C\F\p pour tout F £ M™""^ et tout e > avec 
C > 0. 

Théorème 3.15. Supposons que : 

o pour chaque e > 0, est p-ample ; 

o il existe /q : W^^p{Y.; R") [0, -f-oo] telle que Iq = T{tt)- lim ZI,. 

£—►0 

Alors In — r(7r)-lim F. 

Démonstration. On a r(7r)-lime^o 4 = r(7r)-lime^o Te, où 1, : W^^p{Y.,;W"'') 
[0, +00] est la régularisée sci par rapport à la convergence faible de W^'P{Y,,;M.''^). 
Or, pour chaque e > 0, est p-ample, donc, par le théorème 2.1, = Z/^ pour 
tout £ > 0. D'où r(7r)-lime^o le = r(7'')-limj_+o ZI,, et le résultat suit. □ 



Le résultat suivant est une conséquence du théorème 3.15 (rappelons que la fonction 
W est supposée coercive). 
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Théorème 3.16. Si We = \W pour tout e>Q etsiW : M?''^ -> [0, +00] satisfait 
(2.23) alors /mcm = r(7r)- liiHe^o ^ avec W^cm = QWq = ZWq. 
Démonstration. Puisque W est coercive, la famille est uniformément coer- 

cive. Ici m = iV = 3, /c = 2, = Ex] — |, |[ avec S C un ouvert borné et 
TT = {Trje avecTTe : W'^'P{Y.^;M?) W'^-'P{Y.]M?) définie par (1.15). Comme 1^ sat- 
isfait (2.23), par le corollaire 2.22, on a ZW{F) < c(l + \F\p) pour tout F e M^x^ 
avec c > (donc ZW est finie). Or pour chaque e > 0, ZW^ — -ZW, donc 
ZWe{F) < f (1 + \F\P) pour tout F e M^^^ et tout e > 0, i.e., pour chaque e > 0, 
We est p-ample. D'autre part, ZW est continue d'après la proposition 2.3(c), donc, 
par le théorème 1.10, on a /q = r(7r)-lime_o 2^4 avec Iq : W^'P{E;M.^) [0, +00] 
définie par /o(V') := Z[ZW]o(yi>{x))dx, où [ZW]o : M3>^2 ^ jg, +00] est donnée 
par [ZW]oi^) := inf{ZW(^ I C) : C e K^}, et le théorème suit du théorème 3.15 en 
montrant que 

(3.31) Z[ZW]o = ZWq. 

(Puisque ZW est finie, ZWq l'est aussi par (3.31), donc QWq — ZWq par le 
théorème 1.8-bis.) 

Prouvons (3.31). Pour chaque Ç e M^x^ on a Z[ZW]q{0 < [ZW]o{^) < ZW{£, \ 
< I C) pour tout C €R^, donc Z[ZW]a{^) < WqIo POur tout ^ e M^x^ 
i.e., Z[ZW]o < ZWq. Il suit que Z[ZW]a < ZWq. D'autre part, étant donnés 
£ > et ^ G M3x2^ il existe ( e et ^ e Affo(r;M3) (avec Y :=]0, Ip) tels que 



[ZW]o{0 + S> J^W{^ + V^,,{x) \ C + d3^ix,X3))dxdX3 

avec (px3 e Afîo(]0, lp;R'^) définie par fxsix) :— (p{x,X3). Or 

W{£, + W^x,{x) \(: + d3(p{x,X3))dxdx3 > f f Wo{^ + W(px,{x))dxdx3 



> f ZWo{Odx3 = ZWo{0, 
Jo 



donc [ZW]o{0 +£> ZWq{^), d'où [ZW]o{^) > ZWo{0 en faisant e ^ 0. Il suit 
que [ZW]o > ZWq et par conséquent Z[ZW]o > ZWq. □ 

Le théorème 3.16 est "meilleur" que le théorème 3.1 car on n'a besoin ni de la 
continuité de W, ni de l'hypothèse de "symétrie" (3.1), ni même de la condition 
(1.4). Cependant, on ne peut pas appliquer le théorème 3.15 pour traiter la con- 
trainte déterminant strictement positif puisque lorsque W satisfait (1.1) et (2.44), 
les We = iW ne sont pas p-amples. 

3.3. Contrainte déterminant strictement positif. Dans ce paragraphe on dé- 
montre la proposition 3.9 et l'égalité (3.10). 

3.3.1. Préliminaires. Étant donnés V G C^H^;*^) et j > 1, on définit A:J, : Ëz^lR^ 
par 

A;(x) je g : det(VV^(x) |C) > j 



On peut voir que 

(3.32) Alix) c 

(3.33) A-'^ est une multifonction sci à valeurs convexes fermées non vides. 



(3.32) A^ix) c Alix) C • • • C U^A'^x) = {C G R' : det(VV(a:) |C) > 0} 
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(Ici, on ne peut pas prendre ip dans Afï*(S;M'^). En effet, on serait amené à 
considérer seulement i 
développée en §3.2.1.) 



considérer seulement U^j ce qui ne permettrait pas de reproduire la démarche 



Preuve de (3.33). Il est facile de voir que pour chaque a; G S, A^(a;) est à valeurs 
convexes fermes non vides. Montrons que K-'^ est sci (voir la définition 5.7). Soient 
F un fermé de R'^, x € S et {x,i}n>i C S tels que a;„ — + x et A:J^(a;„) C F pour 
tout n > 1. Soient Q G A:J^(a;) et {Cm}m>i C K'^ donnés par Cm C + ^C- Alors 

(3.34) det(VV'(a;) 1 Cm) = det(Vi/'(a;) 1 C) + — det(Vî/'(x) |C) > - + — 

m J fnj 

pour tout m > 1. Etant donné m > 1, puisque det(V'0(a;ra) | Cm) ^ det(VV'(a;) | 
Cm), utilisant (3.34) on voit qu'il existe no > 1 tel que det(VV'(a;„o) | Cm) > |, 
donc Cm G ^ipi^no)- D'où Cm ë F pour tout m > 1. Comme F est fermé on a 

C = hmm^+oo Cm ^ F. □ 

Le lemme suivant est une conséquence du théorème 5.8. (Il se prouve de la même 
façon que le lemme 3.11.) 

Lemme 3.17. Soient i; € (7^(1]; M^) et j > 1. SiW est continue et satisfait (2.44) 
alors 



(3.35) inf / W{VTjj{x) \ ip{x))dx = / inf W{\7ij{x) \ C)dx. 
¥'6C(S:a;,) Je J^CeA'^ix) 

Démonstration. On récrit la preuve du lemme 3.17 en prenant — A-^p (A:^ est 
une multifonction sci à valeurs convexes fermées non vides), Det(^ | C) = det(^ | C) 
et en utilisant (2.44) à la place de (2.23). On peut ainsi appliquer le théorème 5.8 
avec f{x, C) = W^(VV'(a;) | C) et E = A^ et on obtient (3.35). □ 

Le théorème suivant donne une représentation "non intégrale" de T sur C^(S;R'^) 
(voir [7, Theorem 3.4]). (Il se démontre de la même façon que le théorème 3.12.) 

Théorème 3.18. Si W est continue et vérifie (1.1) et (2.44) et si € Cl{T.;R^) 
alors 

X(V') = inf iiif / W{\7ij{x) I ip{x))dx. 
J>i¥>ec(S;A;) Je 

Démonstration. On récrit la preuve du théorème 3.12 en prenant j^, = 1, F;^ = 

f^^ = A^^ (donc U,>,,f^^(.) = U,>jM-) = {C e : det(VV'(-) | C) > 0} dans 
(3.21)) et en utilisant le lemme 3.17 à la place du lemme 3.11, (2.44) à la place de 
(2.23), (3.32) à la place de (3.13)-(3.14) et (1.1) à la place de (1.4). □ 

3.3.2. Démonstration de la proposition 3.9. On récrit la preuve de la proposition 3.8 
en prenant Det(Ç | C) = det(C 10,-^ = Cl{^;M.^), = 1, t'^ = A^, V = V,=Ë 
et en utilisant (2.44) à la place de (2.23). □ 
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3.3.3. Preuve de (3.10). On termine la démonstration du théorème 3.2 (voir §3.1.3) 
en utilisant le théorème suivant. 

Théorème 3.19. Si Wq est continue (voir le lemme 3.4) et satisfait (3.4) alors 
(3.10) a lieu, i.e., 2 — Xdis.,- 

Démonstration. Soient XAff;.°« i ^2^Aff ""^ 7 : VF^'P(S;R'^) [0, +00] définies par : 

o ÏAff"«(V') inf lliminf / Wo{\7^p„{x))dx : AS].^{J:; R^) 3 ^j,, ^ ^ 

o ^Aff«'«('/') := inf lliminf / 7^Wo(VV'r^(a;))^^a; : Aff[i'=S(E; M^) 9 i/,„ _a ^ k ; 

o TÛ.{^) := inf lliminf / 7^Wo(VV'r^(a;))dx : ^^^'^(E;»^) 9 

avec Affj°^(I]; R'^) défini en §4.1.4 et VJWq désignant la rang-1 convexifié de 
(la plus grande fonction rang-1 convexe qui est inférieure à Wq). Il est clair que 
^2^Aff"'5 5: ^^Aff'"*- De plus, d'après Ben Belgacem (voir [15]) on a 



Lemme 3.20. XAff"« (V') < / 7^Wo(V-0(a;))^^a; powr tout -0 G Afî[°^(S- 

(Pour une preuve du lemme 3.20 voir §3.3.4-3.3.5.) Donc XAffl"" "Si T^T- k'&\°'^ i d'oii 
2^Afî"'' = T^I-KS'y'-- D'autre part, X < Xdiff, et TZ2 < 2. Donc, pour avoir (3.10) il 
sufHt de prouver les deux inégalités suivantes : 

(3.36) Idiff. < 2^Aff"'= ; 

(3.37) ^Aff-î^ < 
Preuve de (3.36). Il suffit de prouver que 



(3.38) 2:diff.(0) < / Wo(VV(x))dx 

pour tout ip £ Afî[fS(i];R3). Soit i/j € Aff[°'5(E; M^). Par le théorème 4.17 il existe 
{'0n}n>i C C^^(S;R3) tel que (4.15) et (4.16) sont satisfaites et Vi^nix) Vipix) 
p.p. dans E. Comme Wq est continue on a 

lim Wo(V-0„(a;)) = Wo(V'(/'(a;)) p.p. dans E. 

Utilisant (3.4) et (4.16) on déduit qu'il existe c > tel que pour chaque n > 1 et 
chaque ensemble mesurable yl C E, 

Wo{\7ilJnix))dx <c(\A\+ f \\/'iljn{x)-\7ipix)\Pdx+ 1 |Vî/'(a;)|î'dx). 

Or Vî;„ ^ Vw dans LP(E;M3x2) par (4.15), donc {Wo(VV'«(-))}">i est uni- 
formément absolument intégrable. Utilisant le théorème de Vitali on obtient 



lim / Wo(VV'„(a;))dx = / Wo{\Iij{x))dx, 

et (3.38) suit. □ 
Preuve de (3.37). Il suffit de prouver que 

(3.39) ^Aff"='=(V') < / nWo{V'ip{x))dx 
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pour tout i> e W^-P{Y.;R^). Soit V e W^-p{Y.;M.^). Par le théorème 4.3 il existe 
{V'n}n>i C Aff[;=S(j].K3) y^^^ ^ ^jj^^g LP(S;R3) et Vî/'n (a;) ^ Vi){x) 

p.p. dans E. Or, d'après Ben Belgacem (voir [15, 17]) on a 



Lemme 3.21. 5"!! VFo satisfait (3.4) alors : 

o 7^Wo(C) < c(l + pour tout ^ G : 
o TZWq est continue. 



'^^ avec c > 



(Pour une preuve du lemme 3.21 voir §3.3.7). D'oir, utilisant le théorème de Vitali, 
on déduit que 



lim 

n — >+oo 



TZWo{Wtl;n{x))dx = / TZWo{Wtl;{x))dx 



et (3.39) suit. 

Ce qui termine la démonstration du théorème 3.19. 



□ 
□ 



3.3.4. Préliminaires pour la démonstration du lemme 3.20. (Pour la démonstration 
du lemme 3.20 voir §4.3.5.) Soit la suite {TZiWo}i>o par TZqWq = Wq et pour tout 
i > 1, TZi+iWo est définie par (2.2) (avec W = Wq, m = 3 et N = 2). Rappelons 
que Wq est continue et coercive (voir le lemme 3.4) et d'après Kohn et Strang (voir 
[35]) on a 

(3.40) TZi+iWo < n,Wo pour tout i > et TZWq = inf TZ^Wq. 

i>0 

Soient i > et V e Aff;7S(E;R3) (pour la définition de Aff;7S(i];M3) voir §4.1.4). 
Alors, il existe une famille finie de sous-ensembles ouverts et disjoints de E telle 
que [E \ UjçjVjl = et pour chaque j G J, = et V^{x) = dans Vj avec 

g M'^^^. (Comme -0 est localement injective on a rang(^j) = 2 pour tout j € J.) 
Soit j G J. On peut montrer que : 

(3.41) TZiWo est continue ; 

(3.42) n^+lWoi^J) - (1 - t)n^Wo{^j -ta®b) + ^7^^Wo(0 + (1 - t)a (S b) 



avec a i 



avec a G 

& G r2 : 



, 6 G M'' et i G [0, 1] 

C M'^^^ donné par (a (g) b)x :— (a, x)b pour tout x G M^, oii 
(Pour une preuve de (3.41) et (3.42) voir 



(•, •) désigne le produit scalaire dans 
§3.3.6.) 

Sans perdre de généralité on peut supposer que a = (1,0). Pour chaque n > 1 et 
chaque fc G {O,-- - ,n- 1}, considérons Afe„, Bk,n, S^„, S+„, Cfc,„, C^^^, 

n ^ ^ (voir la figure 3) donnés par : 



< < fe+i et i < X2 < 1 - i| ; 



Ak.n 


= {{Xl 


X2) e Y 


A + 


= {(2^1 


X2) e Y 


Bk,n 


= {{Xl 


X2)eY 




= {{Xl 


x2)eY 


^tn 


= {{Xl 


x2)eY 


Ck,n 


= {(a;i 


X2) e Y 


^k,n 


= {{Xl 


X2) e Y 








'^k,n 


= {{xl 


X2)^Y 



k+1 



-Xi 



-X2 



k+1 



k+1 1 
n J 



<x,<-tx2 + ^etO<X2<^} 



k+1 



k+1 



k+1 



et 



n-l 



<X2<1} 
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et définissons {tT„}„>i C Aff™^(y;R) par 



-ti^i-rJ si (2;i,2;2) G 

(1 - - ^) si G U U C+„ 

(Tn{xi,X2) := { -t{xi+X2-^) si (xi , X2) € -B^.n 

-t{xi -X2 + 1- ^) si ixi,x2) e Cj:'„ 

l si (a;i,a;2) e -Bfe,„ UCfc,„. 










OT 1-t _1_ 2-t 2_ ... k_ k + l-t + 1 . . . n — 1 n-t J Xi 



-1 + 
-'fc.n 



fc fc+l-t k + 1 



Figure 3. Les ensembles Af, A|, A|, A|, A§, A|, Af, A|. 



Posons 

, J 6 si 6 ^ 

' \ 6 + jî/ si 6 e Im^j 

(avec Im^j := {^j- • a; : a; e R^} C M^) où ? > 1 et e est orthogonal à Ira^j et 
définissons {9n,i}n,i>i C AffQ''^(Y';M^) définie par 

On,i{^) '■= <^n{x)hi. 



Alors 
(3.43) 



lim lim / niWQ{ij+Wen,i{x))dx = ni+xWQ{£,j). 

— >+(X) n^+oo Jy 
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preuve de (3.43). Il est facile de voir que 



—ta®bi si a; e int(ylj, ,J 

+ (1 - t)a ®bi si X G int(A^„ U U C+ J 

-t(a + a^)(g)6i si a; e int(Bj. „) 

- t[a - a^) ® bi si X e int(Cj:„) 

. si X G int(Bfe^„) U int(Cfc,„) 



avec — (0, 1) (et int(£') désigne l'intérieur de l'ensemble E). De plus, on a : 
7^,^^o(CJ - ® = (1 - - l)n,Wo{ij -ta® bi) ; 

'R-zWaiS,, + (1 - i)a » = t{l - f )7^,H/ofe■ + (1 - t)a ® k) ; 

-1 4 + 

7^^^^o(CJ + (1 - i)a ® bi)dx = ^7^, 1^0(0 + (1 - ® k) ; 
7^»W^o(Cj - t{a + a^) ® hi)dx = ^n,Wo{^j - t{a + a^) (g, bi) ; 



7^ïW^o(0 - ^(a - a^) ® bi)dx 



'-n^Woi^j - t{a - a^) ® k) ; 



u;!ro'(Bfc,„uCfc,„) 



Donc 



7^^Wo(CJ + V0„,i(x))dx = 1-- {i-t)n,Wo{^j-ta(g)bi) + m^Wo{^j 



+ (1 - t)a(g)bi) 



1 r 

n 



^7^.M^o(6■ + (l-^)a<»6^) 



+ ^-y^(7^^M^o(6■ - tia + a^) ® bi) + 7^,Wo(CJ 



t(a-a^)«)6/)) +7^,Wo(0) 
pour tout 71, ^ > 1. Il suit que pour chaque ^ > 1 on a 

lim 



n — ^ + oo 



lim lim 



n,Wo{^j + V9nAx))dx = (1 - t)n,Wo{^j -ta® bi) 

+ tn^Wai^j + il-t)a®bi). 
Rappelant que TZiWo est continue (voir (3.41)) et notant que 6/ ^ 6 on obtient 

'R-tWoi^j + Ven,iix))dx = (1 - ^)7^,H^o(0 -ta®b) 

+ tn^Woi^j + {l-t)a®b), 
et (3.43) suit de (3.42). □ 

Considérons C Vj donné par := {x & Vj : dist(x, 91^) > |} avec g > 1 
assez grand. Alors, il existe une famille finie + PmY}meM de sous-ensembles 
disjoints de V^^ oià r„ G et e]0, 1[, telle que \Vg^ \ U^gAf (^m + PmY)] < i. 
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Définissons {4)n,Lq}n,Lq>i C AffQ°^(V,;R^) par 

4'n,l,q{x) : = 







si a: G r,„ + p^F C 
si X e V, \ 



et posons 
(3.44) 



Alors {<i>^„,i,J„j,ç>i C Ar<=s(l/,;R3) et : 

(3.45) pour chaque n, g > 1, 'î'^ ; ^ est localement injective ; 

(3.46) pour chaque /,(?>!, $^ ; ^ dans PF^'P(V,; M^) ; 

(3.47) lim lim lim / n,Wo{V <i>'^ ^ (x))dx ^ \Vj\n,+iWo{ij) . 

q^ + co l^+oo n^+co Jy ' 

Preuve de (3.45). Soient x Çi Vj ei W G Vj une composante connexe de Vj con- 
tenant X (Comme Vj est ouvert, W l'est aussi). Puisque Vij] — £,j dans W, il existe 
c G R'^ tel que ^{x') = ■ x' + c pour tout x' e W. On affirme que ; ^Lm^ ^^t 
injective. En effet, soit x' &W tel que ; g (a;) = i q{x'). Alors, l'une des trois 
possibilités suivantes a lieu : 



(3.48) 

(3.49) 
(3.50) 



^ n.l,q ( 



, Ax 



) = ■ a;' + c + Pm'0-„ ( ^ p J"' ) bi 

) - 6- • a^' + c ; 

= • a; + c 
) = • x' + c. 



Posons a := PmO-„(^^) - Pm' cr„ ( ^ ^ J';"' ) et (5 := p,nan{^^). On a alors 

£7(2;' — x) = si a = , /n An\ 1- 

o < /■'^ 1 ^ ; , , . , „ lorsque (3.48 a heu ; 
bi = -t^jix' - x) SI a 7^0 



Çj(a;'-x)=0 si/3 = 



lorsque (3.49) a lieu ; 



o ^j(a;' — x) ~ lorsque (3.50) a heu. 
Il suit que si x 7^ x' alors rank(^j) < 2 ou 6; G Im^i ce qui est est impossible. Donc 



X = X 



□ 



Preuve de (3.46). Etant donnés > 1, on a ||(/>n,z,g||L~(Vj;R3) < ||^ra,;||L~(r;K3) = 
l^i|||'''ri||L°°(y;R)- D'autre part, pour chaque k G {0, • • • ,n — 1}, il est clair que 
Wn{x)\ < ^^i^ pour tout X e]-^,-^[x]0,l[, donc cr,, dans L^{Y;R), et le 



résultat suit, donc (h. 



n,l^q 



dans i°°(V,; M"*), et le résultat suit. 



□ 
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Preuve de (347). Rappelant que = dans Vj \ et Y^meM Pm = l^</l on 

voit que 



7^.Wo(0 + V0„.i,ç(a;))dx + \V, \ V^\TZ,Wo{Q 



Utilisant (3.43) on déduit que 



lim lim / Tl,W^{V^ii^{x))dx^\V^\n.+,Wç,{^,) + \V,\V^\Tl,W^{^,) 

pour tout ç > 1, et (3.47) suit puisque \V^ \ = | V^' h | V^^ "K/' I ^ l^jl (car \V^ \ ^ \Vj\ 
et I > \V^\V^\ ^ 0) et \V,\V^\ = | F, \ T/^' | + | V^/' I - (car \V,\V^\ 0). □ 

3.3.5. Démonstration du lemme 3.20. Prenant en compte (3.40) on voit qu'il est 
suffisant de prouver que 

(^0 ÏAff"«(V')< / 7^^Wo(VV'(a;))rfa; pour tout V e Aff[fS(E;R3) 

pour tout z > 0. Pour cela, on raisonne par récurrence sur i. Comme RqWq = Wq 
on a (Po)- Supposons [Pi) et montrons (P^+i). Soit V G Aff[°*5(i;; M^). Alors, il 
existe une famille finie {V^}jgJ de sous-ensemble ouverts et disjoints de E telle que 
|S \ UjgjV,! = et pour chaque j G J, \dVj\ = et V'0(a;) = dans Vj avec 
e Définissons {*„j,ç}„j,ç>i C Afï'''=*^(I]; M''') par 

^n,Lq{x) $',j,ç(a:^) si x G Vj 

avec ^i):^ ^ ^ donnée par (3.44). Utilisant (3.45) (et rappelant que ij^ est localement 
injective) il est facile de voir que '^n,i.q est localement injective. Par [Pi) on a 

^AS\^<^{'^n,Lq) < j 7^,VKo(V^'„J,g(a;))da; 

pour tout n,l,q > 1. Utilisant (3.46) on voit que pour chaque l,q > 1, ^n.i.q 
dans W^'P{E;M.^). Il suit que 

^A«'-<^W< lim ÏAff'.'='=(*«,i,ç) < lim [ n^Wo{'V^n,i,q{x))dx 

pour tout l,q> 1. De plus, par (3.47) on a 

lim lim lim / 7^,M^o(V*„,^.<7(a;))c^a; = / 7^i+l W^o(V-0(a;))da;, 

g— » + oo ;^+oc ri^+oo J ' ' J-^ 

d'où 

ÏAff[-(V') < ^7^.+lWo(VV'(a;))dx, 
et {Pi+i) suit. □ 
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3.3.6. Preuve de (3.41) et (3.4-2). On commence par prouver le lemme suivant. 
Lemme 3.22. M? (g) ^st un fermé de W?'''^ . 

Démonstration. Soient {a„ ® 6n}n>i C (Xi M'^ et ^ G M''^^ tels que a„ (g) 6„ ^. 
Pour chaque n > 1, a„ (g 6„ = u„ (g) w„ avec u„ = G S"'^ et Vn — |a„|6„, où S"'^ est 

la sphère unité dans M?. Comme est compact, il existe m G §^ tel que Un u 
(à une sous-suite près). Soit uq G tel que (m, up) ^ 0, alors (u„,wo) ^ pour 
n > no avec no > 1 assez grand. Pour chaque n > np, = "^mq) (""w ® Wri)itOj 
donc ti„ (m,mo) ^"'^ w G K'^. Il suit que a„ g) 6„ ^ u (g) w, d'oii ^ = u g) □ 

Soit H : M3^2 ^ [0, +oo] définie par 

n{£.) := inf |iJ(^,t,a(g)6) : (t,a® 6) G [0,1] x M2(K)M'''|, 

où iJ : M3><2 X [0, 1] X M2 r3 ^ [0, +oo] est donnée par 

t, a (g) 6) := (1 - -ta(g>b)+ th{^ + (1 - t)a (g) b) 

avec ft. : M^^^ [0, +oo] continue et coercive (la fonction H est donc continue). 
(Noter que si h = TZqWo avec q > alors H = TZq+iWo.) Pour prouver (3.41) et 
(3.42) on aura besoin des deux lemmes suivants (voir les lemmes 3.23 et 3.24). 

Lemme 3.23. Soit Ç G M^^^ tel que 7Y(Ç) < +oo. Alors, il existe {t,a (g 6) G 
[0, 1] X M2 g) R3 tel que Ti{£,) = H{i, t,a®b). 

Démonstration. Soit {(t„, a„g)6„)}„>i C [0, 1] xM^g)R'^ une suite minimisante pour 
T-LiC) telle que t„ ^ t G [0, 1]. Posons := £,-tnan®bn et Gn := C+(l-*n)a„(g&„ 
(alors {l — t„)Fn+tnGn = £, et Gn — Fn = ttn^bn pour tout n > 1). Par la coercivité 
de h on a 

(3.51) (1 - tn)\Fn\P + tn\Gnf < C pour tout n > 1 avec c> 0. 
L'une des deux possibilités suivantes a lieu : 
o i e]0,l[ ; 

O É = ou É = 1. 

Cas t g]0, 1[. On a 1 — É„ > «i > et t„ > «2 > pour tout n > 1. Utilisant (3.51) 
on déduit qu'il existe F,G £ M'^^^ tels que F„ ^ F et Gn G {a une sous-suite 
près). Par conséquent, Gn — Fn = On ® bn ^ G — F . Or g) R"^ est un fermé de 
M^^^ d'après le lemme 3.22, donc G - F ^ a®b avec a G R^ et 6 G R^. Comme 
iï(^, -, •) est continue, il suit que H(^) = hm„^+oo F[{S^, i„, a„ g)6„) = H{£,^ t,a®b). 

Cas t — Q out = \ . Supposons que t = (le cas t = 1 se traite de la même façon). 
On a alors 1 — i„ > a > pour tout n > 1. Utilisant (3.51) on déduit que Fn ^ F 
avec F G M^^^ et tnGn (car p > 1 et t„ ^ 0). Comme (1 - tn)Fn + tnGn = C 
pour tout n > 1, il suit que F = ^, d'oii lim„^+oo(l — tn)h{Fn) = h{^) puisque h 
est continue. Or t„/i(G„) = -ff (C, tn, g" bn) — (1 — tn)h{Fn) pour tout n > 1, donc 
\\mn^+ootnh{Gn) = — h{^) < (car 7i(^) < ^(C))- D'autre part, utilisant 

la coercivité de h, on voit que t„/i(G'„) > Gtn\Gn\^ pour tout n > 1 avec C > 0, 
donc lim„_+oo in/i(G„) > Cliuin^+ootnlGnl^ = 0. Ainsi, lim„_+oo t„/i(G„) = 
et par conséquent H(^) — h{^) = iî(^, 0, a (g 6) oii a (g 6 est un élément quelconque 
deR2(gM3_ □ 



Lemme 3.24. La fonction Ti. est continue et coercive. 
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Démonstration. Puisque H{-,t, aiS)b) est continue pour tout {t, a^b) e [0, 1] x M^® 
R'^, H est semi-continue supérieurement. Donc, pour montrer que H est continue, il 
sufRt de prouver que H est sci. Pour cela, considérons ^ € M^^^ et {^„}„>i C M'^^^ 
tels que £,„ ^, sup„>i7Y(^„) < +00 et lim„_+oo 'H(^„) = liminf„^+oo 'H(^„) et 
montrons que 7i(^) < lim„_^+oo W(Cn)- le lemme 3.23, pour chaque n > 1, il 
existe (g) b„) e [0, 1] x tel que = H{£,n,tn,a„ (g) 6„). Sans 

perdre de généralité on peut supposer que tn t G [0, 1]. De la coercivité de h on 
déduit que (3.51) a lieu avec F„ := Ç„ — t„a„ g) 6„ et Gn := + (1 — in)an ^ 6^. 
Comme dans la preuve du lemme 3.23, on distingue deux cas. 

Cas t e]0; 1[. En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du lemme 3.23, 
on obtient G„ — F„ = a„ g) 5„ ^ a (g) 6 avec a G et 6 e K.'^, d'où, comme H est 
continue, lim„^+oo = lim„^+oo H{^n, tn, a„ (g) 5„) = H{^, t, a (g) &) > 7i(Ç). 

Cas i = OM i = 1. Supposons que t = 1 (le cas t = se traite de la même 
façon). On a alors i,i > /3 > pour tout n > 1. Par (3.51) on a G„ — > G avec 
G e M^'^^ et (1 - tn)Fn -> (car p > 1 et É„ -> 1). Comme (1 - t„)F„ +t„G„ = 
pour tout n > 1, il suit que G = lim„_+oo(l - tn)Fn + t„G„ = lim„^+oo = 
Ç, d'où lim„^_|_oo in^(G„) = h{^) puisque h est continue. Or (1 — tn)h{Fn) — 
H{^n,tn,an ® bn) - tnh{Gn) pour tout n > l, douc lim„^+oo(l - tn)h{Fn) = 
\\Ta.n^+oo'H{in)-h{^) < (car lim„„++oo H(^„) < /i(^) puisque 7^(^„) < ft,(Ç„) pour 
tout n > 1). D'autre part, utilisant la coercivité de h, on voit que (1 — tn)h{Fn) > 
G(l — tn)\Fn\^ pour tout n > 1 avec G > 0, donc lim„^+oo(l — tn)h{Fn) > 
Glim„^_i_oo(l — in)|-Fn|^ — 0. Ainsi, lim„^-|_oo(l — tn)h(Fn) = et par conséquent 
lim„_+ooH(e„) = /i(0>W(0- 

Montrons que H est coercive. Par la coercivité de h on a H{(,) > G inf{ (1— t) |Ç— ta® 
b\P + t\(+{l-t)a(g)b\P : {t,a(g>b) G [0, 1] x K^igi^si. p^^j. ^^^^ ^ j^3x2 ^^^ç. c > Q. 

Or (l-i)|e-ta®è|î'+i|C+(l-Oa®&|P > \il-t){^-ta(g>b)+t{^+{l-t)a(g>b)\P = 
d'où H(0 > C-I^P pour tout ^ e M3X2. □ 

Par le lemme 3.4, Wq = TZqWq est continue et coercive, et si TZqWo est continue et 
coercive alors, par le lemme 3.24 avec h = TZqWo, TZq+iWo l'est aussi. D'où TZqWo 
est continue et coercive pour tout ç > et, en particulier, (3.41) a lieu. 
Comme rang(Çj) — 2, par (3.3) on a Wo{^j) < +oo, d'où TZi+iWo{£,j) < +oo 
puisque TZi+iWo < Wq, et (3.42) suit en utilisant le lemme 3.23 avec h = TZiWo. □ 

3.3.7. Démonstration du lemme 3.21. Puisqu'une fonction rang-1 convexe finie est 
continue, il suffit de prouver le premier point du lemme 3.21. Pour cela, on va 
démontrer le théorème plus général suivant dû à Ben Belgacem (voir [15]). (Dans 
ce qui suit N < m et, étant donné F e M™''^, on note < vi{F) < ■■■ < vwiF) 
les valeurs singuHères de F, i.e., les valeurs propres de V F'^F G M-'^^^, et on pose 

Théorème 3.25. Si W : M™^^ [0,+oo] satisfait la condition suivante 

(3.52) il existe a, /3 > tels que pour tout F e M™''^, 

si v{F) > a alors W{F) < (3{1 + \F\p), 

alors nW satisfait (2.3). 
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Démonstration. Sans perdre de généralité on peut supposer que a > 1. Il est clair 
que nW{F) < /3(1 + \F\p) pour tout F e M™^^ tel que v{F) > a. Considérons 
donc F e M"^^ tel que v{F) < a. Soient P G 0(m) tel que F ^ PJU, où 
U :== VFTF et J = (Jy) G M™^^ avec J^j = si i 7^ j et J^, = 1, et Q G §0(7V) 
tel que t/ = Q^à\a,g{vi{F), • • • , vn{F))Q (voir par exemple [34, §7.3 p. 411] pour 
plus de détails sur une telle décomposition de F). Alors : 

o F ^ PJQ'^àiagiviiF), - ■ ■ ,vn{F))Q ; 

o \F\'=El^vïiF). 

Comme v{F) < a, il existe 1 < ii < • • • < îfc < iV avec k E {1, • • • , N} tels que 
(F) < a, • • • , Vif. (F) < a (et Vi{F) > a pour tout z ^ {zi, • • • , ù-}). Pour chaque 
j G {1, • • • , fc}, considérons g]0, 1[ tel que Vi. (F) = (1 — tj){—a) + tja. Alors 

dia.giv,{F),--- ,v,,iF),--- ,VNiF)) = (l - t,)diag{viiF), ■ ■ ■ , -a, ■ ■ ■ ,vn{F)) 

+ tidiag(î;i(F), • • • ,vn{F)), 

donc F ^ {l~ ii)Ff + tiF-^ avec : 

o Ff :=PJQTdiag(t;i(F),... , -a, • • • ,vn{F))Q ; 
o F+ :=PJQTdiag(„^(j7)^... ^a,--- ,VNiF))Q ; 
o rang(Ff - F+) = 1. 
On a aussi 

diag(î;i(F), • • • , -a, • • • ,Vi.^{F),--- ,VNiF)) = (1 - t2)diag(i;i(F), • • • , -a, 
••• ,-a, ••• ,î;Ar(F)) + i2diag(t;i(F),--- , -a, • • • , a, • • • ,VNiF)), 

donc Ff = (1 - ^2)^2"'" + ^2^2"'^ avec : 

o F--- := PJQ^dia.g{vi{F),--- , -a, ■ ■ ■ , -a, ■ ■ ■ ,vn{F))Q ; 
o ^2^'+ :-PJQT^iag(î;i(F),-- - , ~a, ■ ■ ■ , a, ■ ■ ■ ,vn{F))Q ; 
o T&ngiFi'- -F-'+)^l. 

De la même façon on a F,^ = (1 — t2)F2'^ + t2F2^'^ avec : 

o i^2^^" :=PJQTdiag(î;i(F),-- - , a, • • • , -a, • • • ,vn{F))Q ; 
o F2+^+ :=PJQTdiag(t;i(F),--- , a, • • • , a, • • • ,W7v(F))Q ; 
o rang(F2+'--F2+'+) = l. 

Continuant ainsi on obtient une suite finie ... k} M™^^, oit &j désigne 

la classe de toutes les applications cr : {1, • • • {~, +}, telle que : 

o F/ = PJQTdiag(t;i(F), • • • ,cr(l)a, • • • ,cr(j>, • • • ,vn{F)) pour tout j G 

{1, • • • , /c} et tout (T G 6j ; 
o pour chaque j G {1, • • • , /c} et chaque tr, cr' G &j, si cr(j) 7^ o''(j) et a[l) = 

a'{l) pour tout ;G{l,---,j-l} alors rang(Fj^ - Ff)^l ; 
o F = (1 - ti)F^ + tiFf ' pour tout ct, cr' G 61 tels que cr(l) ^ cr'(l) ; 
o pour chaque j G {1, • • • , fc} et chaque cr G 6j, Fj^ (1 — ij+i)Fj^^ + 

tj+iFj^j^ pour tout a', a" G 6j+i tels que cr'il) — cr"(^) = a{l) pour tout 

Zg{1,-- - ,j} et a'(j + 1) 7^ a"(j + 1). 

Il suit que : 

o 7^W^(F) < 7^VK(Ff )+7eiy(Ff ') pour tout cr, cr' G 61 tels que cr(l) ^ cr'(l) ; 
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o pour chaque j e {!,■■■ ,k} et chaque a G 6j, nW{F^) < nW{F^_^^) + 

nW{F^^^) pour tout cr', a" G 6j+i tels que cr'(0 = a"{l) = cr(/) pour tout 

et + + 

D'où 

nw{F) < Y, nw{F^). 

De plus, on a = |det(diag(wi(i^), • • • ,a{l)a,--- ,a{k)a,--- ,vn{F)))\ = 

- pour tout cr G 6fc. Donc, pour chaque a G 6fc, w(F^) > 

> a. Utilisant (3.52) on déduit que 

nwiF)< J2 m + iF^n 

Or, pour tout (T G 6fc, \F^\^ = |diag(wi (i^), • • • ,CT(l)a,-- - ,CT(fc)a,-- - ,wjv(i^))P = 
+ E.^{,,,.. ,^k} vfiF) < Na^ + d'où 

nW{F) < X! + 2?(iv5aP + IFI")) < c(l + \F\p) 

avec c — ce qui donne le résultat. □ 

Utilisant le théorème 3.25 avec W = Wq, m = 3 et N = 2 et remarquant que 
^(0 = ICi ^ C2I pour tout C = (Çi I C2) G M'^^^, on obtient le premier point du 
lemme 3.21. □ 

Remarque 3.26. On peut généraliser le corollaire 2.22 comme suit. 

Corollaire 3.27. Si W : M™^^ [0, +00] satisfait la condition suivante 

(3.53) pour tout S > il existe cg > tel que pour tout F G M™^^, 

si v{F) > 5 alors W{F) < cs{l + \F\p), 

alors (1-11) a lieu avec W — QW — ZW . 

Démonstration. La seule difficulté est de prouver que si W satisfait (3.53) alors 
ZW est finie. (Pour cela, on pourra s'inspirer de l'étape 1 de la démonstration 
du théorème 2.20.) On fait ensuite le même raisonnement que dans la preuve du 
corollaire 2.22 en remarquant que (3.53) implique (3.52). □ 

4. Deux théorèmes d'approximation 

4.1. Théorème de Gromov-Eliashberg. En 1971, Gromov et Eliashberg ont 
démontré le théorème suivant (voir [30, Theorem 1.3.4B], voir aussi [29, Theorem 
B'i p. 20]). 

Théorème 4.1. Soient m > N > 1 et M une variété compacte de dimension N 
qui peut être immergée dans M'". Alors, pour chaque fonction -différentiahle "ip 
de M dans K™ il existe une suite {V'njn -immersions de M dans M™ telle 

que ip„-^ip dans W'^^p{M;W^). 

Dans notre contexte (m = 3, iV = 2 et M = S) on a 

Théorème 4.1-bis. Pour chaque -0 G (7^(2; M^) il existe {ipn}n>i C CKS;R3) 
tel que i^n^ip dans W^'P{I];R^). 
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(Pour une preuve du théorème 4.1-bis voir §4.1.1-4.1.3.) Le résultat suivant a été 
énoncé par Ben Belgacem (voir [15, p. 137-138], voir aussi [43, Proposition 3.1.7 
p. 100]). Pour la définition de Afï"S(M2. j^S)^ Ar'=s(S; R^) et Aff[fS(S;R3) voir 
§4.1.4. 

Proposition 4.2. Pour chaque Tp G C^i(Ë;M^) il existe {i:n}n>i C Aff"^(i;;R3) 
tel que V'n ^ dans H/i^°°(S; R^). 

Démonstration. Soit -0 G Ci(S;R3) avec ip = -(/-[^ où ijj e C'HWL^iR^). Par le 
théorème 4.15 il existe {V'n}n>i C Aff"*5(5];R3) tel que -0„ ip dans M^i'°°(S; M^). 
Par définition, pour chaque n > 1, ipn — "071 [s avec V'n € Afi^™^(K^; R'^). 
Fixons xq Cz T, et montrons que 0„ est localement injective en xq à partir d'un 
certain rang. D'abord, puisque ip G C^(R^;R^) il existe cq > tel que 

(4.1) |Vî/'(xo)u| > co|w| pour tout v e M^. 

Considérons deux entiers k > et n > avec rifc G N tel que 

(4-2) I|W«-W|L==(S;M3X.)<^- 

Comme V^/; est continue en xq il existe i5 > tel que 

(4.3) |V'0(z) - V?Â(a;o)| < ttt POur tout z £ Bs(xq). 
' ' 2k 

Etant donnés x,y £ Bs{xo), du théorème de la moyenne on déduit que 

\ip{x) - ip{y) -\'ip{xo){x - y)\ < \x - y\ sup | V-;Â(z) - VtÂ(xo) | 

ze[x,y] 

(voir [25, (8.6.2) p. 164]), donc 

(4.4) |0(a;) - t^iy) - \7^p{xo){x - y)\ < ^\x ~ y\ 

par (4.3). De (4.2) on déduit que — -0 est Lipschitzienne de rapport ^ sur E 
(voir [26, Corollaire 2.4 p. 288]), donc 

\tpn{x) - ■0„(2/)| > \î^{x) - ■0(y)| - ^[a; - y\. 
Mais par (4.1) et (4.4) on a 

l'Pix) - ip{y)\ > \Wip{xo){x-y)\-\ip{x)-'ip{y)~WÎ;{xa){x~y)\ 
> Co\x - y\ - -^\x - y\, 

d'oià \->Jjn{x) - ■4>n{y)\ > (co - l)\x - y\ > ^\x ~ y\, ce qui montre que ipn est 
localement injective en xq dès que n> Uk- □ 

Le résultat suivant est une conséquence du théorème 4.1-bis. 

Théorème 4.3. Aff[['^(S; R^) est fortement dense dans W^-p{Y.;M.^). 

Démonstration. Il suffit d'utiliser le fait que C^(I];R'^) est fortement dense dans 
M^^'P(I]; M^) avec le théorème 4.1-bis et la proposition 4.2. □ 
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4.1.1. Préliminaires pour la démonstration du théorème 4^.1-his. (Pour la preuve 
du théorème 4.1-bis voir §4.1.2.) La définition suivante est dû à Whitney [44] (voir 
aussi [30]). 

Définition 4.4. On dit que h € C°°(IR^;M^) est typique (ou stable ou encore 
générique) si les conditions suivantes sont satisfaites : 

o {xeM? : dim KerV/i(x) = 2} = ; 

o l'ensemble S* := {x G : dim KerV/i(x) — 1} est une sous-variété fermée 
de dimension 1 telle que S — , où S'^ est un sous-ensemble discret 

et est une sous- variété de dimension 1 donnés par 

S° := {xeR^ : KerV/i(a;) = T^S} et := {xeR^ : KerV/i(a;) + T^S = R^}, 

oii Tj-S est l'espace tangent à S* en a; . 
On note Ct^p(M'^; M'^) l'ensemble des applications typiques. 

Remarque 4.5. En fait, correspond aux singularités de type fronce et aux 
singularités de type pli (voir [44]). 

Le lemme suivant est un cas particulier du théorème de densité de Whitney (voir 
[24, Théorème IV.8.4 p. 128], voir aussi[28, Chapter IV §2 p. 145]) 

Lemme 4.6. L'ensemble C^^ÇS.'^; M^) est dense dans C°°(R^; R^) pour la topologie 
de la convergence uniforme de toutes les dérivées. 

On pose Ct^p(S; M^) l'ensemble des restrictions à E des appUcations de Ct^p (R^ ; ) , 
i.e., 

C~p(S;R2) [h[^: h G C7t^p(R2; R^)}. 

Le résultat suivant (qui sera utilisé dans la démonstration du théorème 4.1-bis) est 
une conséquence immédiate du lemme 4.6. 

Corollaire 4.7. L'ensemble C^pÇË;'R'^) est dense dans C°°(Ë;R2). 

Dans ce qui suit, on aura besoin de la définition suivante (pour plus de détails sur 
le concept de transversalité voir [28]). 

Définition 4.8. Soient 5' C S une sous-variété et i e (7(5*; R^). On dit que L est 
transversal à 5 et on note L rtl S' si pour chaque x S, 

L{x) ^ T^S, i.e., L{x)R + T^S = R^ 

Pour g e C°°(S) ei h ^ (/ii,/i2) € C°°(S;R2), on note g © /i e C°°(Ë;M3) un 
assemblage quelconque de g et h, i.e., g ®h = {g,h) ou g ®h = {hi,g,h2) ou encore 
g (B h = {h, g). Les deux lemmes suivants ainsi que la proposition 4.11 ci-dessous 
seront utilisés dans la démonstration du théorème 4.1-bis. 

Lemme 4.9. Soient K cT, un compact, g e C°°(S) et h e C°°(S;M2) tels que 

(4.5) K C |a; e R^ : dimKerVh{x) > l| et g (B h e (Ë; M^). 

Alors, il existe L E C{K;M.'^) tel que 

Vh{x)L{x) = et V g{x)L[x) — 1 pour tout x Cz K. 
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Démonstration. Pour chaque x G K, on considère Vx G KerV/i(a;) H §^ (avec := 
{■y G R2 . |„| ^ ij-^ gi- définit i : isT ^ p^^j. 

vg{x)Vx 

(Noter que Wg{x)vx 7^ pour tout x E K grâce à (4.5).) Il est facile de voir que 
Vh{x)L{x) = et V g{x)L{x) — 1 pour tout x E K. D'autre part, il est clair que 

o I vglx)v ■ (^''") e X S^} est compact 
et, par (4.5), on a 

* Vg(x)v ^ Vg{x)v ^ ^ KerVft.(a;) n §^ et tout x e K. 

Donc, étant donnés x G K et {xn}n>i C K tels que x„ — > x, il est aisé de voir que 
L(x) est l'unique valeur d'adhérence de {i(a;n)}Ti>i, d'oii L est continue. □ 

Lemme 4.10. Soient g G C°°(S), {/i"}„>i C C°°(Ë;R2) et /i g C°°(S;M2) tels 
que 

Vft," V/i uniformément dans T, et g S) h E C^(S; R^). 
Alors, il existe uq > 1 tel que g © ft." G C^(S; M.^) pour tout n > ng. 

Démonstration. En effet, supposons qu'il existe {a;„}n>i C S tel que Ker'V{g ® 
hP'){Xn) 7^ {0} pour tout n > 1. Pour chaque n > 1, on considère L„ G KerV(g ® 
/i")(a;„) n S^. Alors, pour chaque n > 1, 

|V(ff ® h){xu)Ln\ < |V(5 © /i")(2;„) - \/{g © ;i)(a;„)||i„| + |V(g © ft")(x„)L„| 

< l|V(.g©/i")-V(.g©/i)||oo < ||V/i"- V/i||oo. 

Comme §^ est compact et W{g (B h) est continue on en déduit qu'il existe a; G E et 
L G tels que V(g© /i)(a;)L = ce qui impossible puisque g®hE C^(S;M3). □ 

Proposition 4.11. Soient f G C°°{Yj), 5 C S une sous-variété compacte de di- 
mension 1 avec S — S'^ yj , où est un sous-ensemble discret et est une 
sous-variété de dimension 1, et L E (7(5*; M^) tels que L &] S*^ et L &] S^. Alors, il 
existe {/"}„>i C C°°(Ë) tel que 

lim =0 

\7 f^^{x)L{x) > pour tout x E S et tout n > 1. 

(Pour une preuve de la proposition 4.11 voir §4.1.3.) 

4.1.2. Démonstration du théorème 4-1-bis. On suit la preuve de [30] (avec les sim- 
plifications qui s'imposent dans notre cas) qui consiste à éliminer les singularités 
en exploitant la symétrie de la relation (différentielle) d'immersion sous certaines 
transformations de l'espace d'arrivée. Pour un exposé de la méthode d'élimination 
des singularités voir [29, Part 2]. 

Comme C°°(E;M"^) est dense dans C^(S;R'^) pour la topologie de la convergence 
uniforme de toutes les dérivées, on peut supposer que ^|; — (?/'i, V'2, "03) € C°°(E; R'^). 

Étape 1. Soit h G C°°(S;M2) définie par_/i(a;) := {h2{x) , hy,{x)) = {x2,i)z{x)). Par 
le corollaire 4.7 il existe {h^}k>i C Ct~p(S;IR2) avec = {h\,hl) tel que 

(4.6) h'' ^ h et V/i*" S/h uniformément dans Ê. 
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Étape 2. On pose {xi,h^) ^ xi ® . On a xi © € C,°°(I];R3), donc, 

en tenant compte de (4.6), le lemme 4.10 implique qu'il existe > 1 tel que 
^fc g C7^(S;R3) pour tout k > ko. 

Soit k > ko- On note Sk la sous- variété compacte de dimension 1 associé à h'' (voir 
la définition 4.4). Par le lemme 4.9 il existe L'' e C(S'fe;R^) tel que 

Ker\/h''{x) = L''{x)R et L'=(x) ^ pour tout a; G S'a:. 

Donc rtl Si et L'' (h 

Étape 3. Par la proposition 4.11 il existe {/ii''};>i C C°°(S) tel que : 

(4.7) lim \\h!î'^ — V'i||wi-p(s) = pour tout k > ko ; 

l — >+oo 

(4.8) Vh\-\x)L*'{x) > pour tout x e Sk et tout / > 1. 
On pose 

11^^,1 ;= (h\'\h''). Par définition de Sk, on a KerV/i'°(a;) = {0} pour 
tout a; G E \ Sk- D'autre part, étant donnés a; e 5*^ et w G KerVV''^''(a;) = 
KerV/iî;'''(a;) nKerV/i'=(a;), si u 7^ alors v = X'^L''{x) pour un certain Aj; e R*, ce 
qui contredit (4.8). Ainsi, on a 

(4.9) î/''''' e (S;R3) pour tout / > 1 et tout k > ko. 

Maintenant on répète les trois étapes précédentes en prenant /i'^'' à la place de X2 
et à la place de V'a- Fixons k > ko et l > 1. 

Étape 3.1. Soit h^^^ € C°°(Ë;R2) définie par h''''{x) := {h^ {x) , hl{x)) . Par le 
corollaire 4.7 il existe {/i''^''™}™>i C C^^(T,]B?) avec /i*^'''" = (/ij'''™, /ig^") tel 
que 

(4.10) /i'^^''™ ^ h^'^ et V/i*^'''™ V/i'^'' uniformément dans S. 

itope 5.^. On pose ■0'"''''" (/ij'''™, h'^, ft-g'") = /la © /i'^''^". Prenant en compte 

(4.10) et (4.9), du lemme 4.10 on déduit qu'il existe mk^i > 1 tel que ip^^^'™ g 
C^(Ë;R3) pour tout m > mkj. 

Soit m > rrik^i. Comme dans l'étape 2, on note Sk,i,m la- sous- variété compacte 
de dimension 1 associée à /i'=''>™ et, de la même façon, par le lemme 4.9 il existe 
j^k,i,-m g c'(Sfcj,™;R2) tel que i'^''^" ^ Sl i „^ et L'^''^" S^^; 

Étape 3.3. Par la proposition 4.11 il existe {/i2''''"'"}n>i C C°°(S) tel que : 

(4.11) lim ||/i2''^"'" - '/'2||i4'i.p(s) ; 

(4.12) V/i2''''"'"(a;)L'=''^"'(a;) > pour tout x G Skj,m et tout n > 1. 

On pose :— (/ij^''''™, /i2'''™'", ^ig'™)- Comme dans l'étape 3, grâce à (4.12) 

on peut montrer que 

^k,Um,n g c'oo(^;R3) pour tous k>ko,l>l,m> nikj et n > 1. 
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Étape 4- Pour chaque k > ko,l > l,m > mk.i et n > 1, on a 

Il jkJ,m,n /Il ^11 ik,L7n,n /jk,l,rn i ik,m\\\ 

\\V ' - f/'l|wi.p(S;R3) < WV -(«1 ,W2,h^ )||lVi.p(E;R3) 

+ Il(/lî''''",'02,/i3''") - (^?'','02,/i3)llH'i-î'(S;R3) 

+ ||(/li'',V'2,^3) - (V'l,'02,/i3)llvVi.3'(S;R3) 

+ ||(V'l,V'2,ft-3) - ■0||wi.P(S;R3)- 

En utilisant successivement (4.11), (4.10), (4.7) et (4.6), i.e., en faisant successive- 
ment n +0O, m +00, l — > +cx) et fc ^ +oo, on obtient 

lim lim lim lim HV''"'''™'" - V'II lyi'Pfs-RS) = 0, 
et le résultat suit par diagonalisation. □ 

4.1.3. Démonstration de la proposition On commence par prouver le lemme 

suivant. 

Lemme 4.12. Soient f G C°°(S), S CT, et L € C(S';IR^) comme dans la propo- 
sition 4.11. 

(a) Il existe G C°°(S) et un voisinage ouvert V{S'^) <Z S de tels que 

f/0- / = sur S° 

\Vf{x)L{x) > pour tout x G V{S"). 

(b) S'il existe un voisinage ouvert V{S'^) CZ S de S'^ tel que V/(-)i(-) [v(so)> 0, 
alors il existe G C°°(I]) tel que 

f/i -/:=0 sur S 

]\7 f^{x)L{x) > pour tout x G S. 

Démonstration. Soit / G C°°(M^) tel que /[^= /. 
(a) Comme 5° C 5* est discret, on a 

5° = {a°,a\...}^ U{a^}, 

oià les a' sont des points isolés. Soit une famille {-BijigN de boules de centre a' deux 
à deux disjointes. Pour chaque i G N, on considère une boule B'^ C Bi de même 
centre et on définit {ifiji^n C C^(R^; [0, 1]) par 



(pi{x) 



1 si a; G B'i 

si a; G R2 \ Si 



Comme i rtl S"" on a i(a') = (Li(a*), L2(a*)) 7^ pour tout i G N. Soient h 
{iGN: Li{a') ^ 0}, /2 N \ /i et 7° G C°°(R2) donnée par 

(fi^) + hfiix){xi - a\) si x G Ui^i^Bi 

fi^) + hfi{x){x2 - a\) si X G ^tehBi 

f{x) sinon 
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avec 



— < 



l-V/(a')L(a') 
Li{a') 
l-V/(a')L(a') 

l-V/(a')L(a') 
L2(a') 
l-V/(a')L(a') 
i2(a') 



si Li(a*) > et i e /i 

si Li(a*) < et i e /i 

si ^2(0*) > et i G /2 

si L2(a*) < et i e /2. 



Alors, /«(a,) /(a,) et vJo{ai)L{a,) > 1 pour tout i G N. Comme V'p{-)L{-) est 
continue, il suit que pour chaque i G N, il existe > tel que \7 f*^(x)L{x) > 
pour tout X G Bp.[a^) n S", 011 Bp.{a^) est la boule ouverte de centre a' et de rayon 
Pi. On obtient (a) en posant f := /^[^e C°°(S) et V(5°) := \J^^nBpXar) n S", 
(b) Pour chaque a; G S"^, il existe une boule ouverte C M? de centre x et un 
difféomorphisme 0^ = 0f) : ^ tel que (j)"" {B^C^S^) = 0"'(B^)n (M x {0}) 
et on fait en sorte que Bx fl soit connexe. 

Comme [3,^051= 0, L fh 5^ et (/)^ est un difféomorphisme, on a V0f (î/)L(y) 7^ 
pour tout y G Sx H S*^. En effet, on peut remarquer que V02(2/)^ — pour tout 
V G Tj^^i et tout y G n 5^ Soit y G n S'\ si V(j)l{y)L{y) = alors on 
aurait KerV(/)|(?/) = L{y)R + TyS^ qui serait de dimension 2 puisque L rti S*^ ce qui 
contredirait le fait que cj)^ est un difféomorphisme. Maintenant puisque B^ n est 
connexe et que B^ r\ B y 1-^ V0f est continue, alors V0f (•)£(•) [^^nsi 

est de signe constant. 

Soit une boule ouverte Qx de centre x tel que C Bx- On pose 



(4.14) ^(y) - f{y) et Vi;î(y)L(y) - Wf{y)L{y) + kxV <Pl{y)L{y) > 1 



pour tout y G Qa; n S*^. La famille {QajjœesiVVCS") est un recouvrement d'ouverts 
de \ V{S^) = S \ "1^(5*°) qui est compact. On considère un sous-recouvrement 
fini {Qxi}ie{i,- - ,s} et un voisinage ouvert U{S^) D V{S^) dans S, i.e.. 



Soient ^po,ipi, . . . , ips,(ps+i & C°°(]R^; [0, 1]) telles que : 
o (po{x) = dans un voisinage V(5) C S de S" ; 
o (pi{x) — dans \ Qx^ pour tout î G {1, . . . , s} ; 
o ips+i{x) = dans R'^\U{S°) ; 
Eiid V'iCa;) = 1 dans M^. 

On définit /i := (po/ + Ei=i 'P^K + fs+iî C^{R^) qui satisfait /î = / sur 5. 
Alors, en utilisant (4.14), on obtient 



(4.13) 




et on définit Jl 



f + kxcj)^. Par (4.13) on a 



Se Ù Qx, UU{S°). 



f 



S 



Wf\x)L{x) > { 



i=l 



min {1, Wf{x)L{x)} > si a; G V{S°), 



et (b) suit en posant f := /^[-^e C°°(I]). 



□ 
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Le lemme suivant est une conséquence du théorème de synthèse spectral [32, The- 
orem 5] (voir aussi [31]). Pour une preuve dans le cas oit K est une sous- variété 
compacte de dimension 1 voir [30]. 

Lemme 4.13. Soient X C S compact et a G C°°(S) tels que a\_K = 0. Alors, il 

existe une suite {cij„}„>i C C^(S) et une suite de voisinages {Vn}n>i de K telles 
que pour chaque n > 1, 

\ LOn = 1 sur Vn 

|||a;„a||vi/i,p(s) < ^■ 

Le résultat suivant se déduit du lemme 4.12 et du lemme 4.13. 

Lemme 4.14. Soient f e C°°ÇS),S C S et L £ C(I];R^) comme dans la proposi- 
tion 4.11. 

(a) Il existe un voisinage ouvert V{S^) C S de S° et {/'"■°}m>i C C°°(S) tels 
que 

( liin ||/"'"-/||wi^p(s) =0 

\v/"'°(a;)L(a;) > pour tout x G V(5°) et tout m>l. 

(b) S'il existe un voisinage ouvert V{S^) CZ S de tel que V/(-)L(-) [v(so')> 0, 
alors il existe {/"'^}n>i C C°°(S) tel que 



r lim [[/"■i-/l|»-i,p(s) =0 

iV/"'^(a;)i(a;) > pour tout x £ S et tout n > 1. 

Démonstration. En utilisant le lemme 4.13 avec X = S" et le lemme 4.12 on pose 
jm,o ._ j _|_ cû„i(f'^ — f) pour tout m > 1 qui satisfait (a). En utilisant les lemmes 
4.13 et 4.12 on pose /"'^ := / + (^n{f^ - f) pour tout n > 1 qui satisfait (b). □ 

En combinant (a) et (b) du lemme 4.14 on obtient {/"''"'°'Hn,m>i C C°°(S) tel 
que 

r lim hin ||r^"'°^i-/|ki.P(s) =0 

/ m^+oc n— *+oo 

\vp^"'''°^^{x)L{x) > pour tout a; e 5 et tous n,m>l, 
et la proposition 4.11 suit par diagonalisation. □ 

4.1.4. Fonctions continues et affines par morceaux. Un maillage régulier (dans R^) 
est une famille finie {Vi}ig/ C R^ de simplexes (triangles si A'' = 2) ouverts et 
disjoints telle que pour chaque i,j £ I avec i 7^ j, l'intersection Vi D Vj est soit 
vide, soit réduite à un sommet commun, soit réduite à une face (arête si = 2) 
commune. 

On dit que ip : V ^ R™, avec V un ouvert de R^, est affine si c'est la restriction 
à V d'une fonction affine de R^ dans R™. On note Aff;;'=s(M^; M™) l'ensemble 
des fonctions continues tp : R^ R™ pour lesquelles il existe un maillage régulier 
{Vi}i£i tel que pour chaque i £ I, '0[y. est affine et tp — dans R^\Uig/yi. Étant 
donné un ouvert borné il C R^, on définit : 

Aff^ 



(17; R") {iPln: V € Aff^<=s(Riv. . 
Affo°S(f7;K") := ^ip £ Aff''=s(r2;R™) : t/. = sur arîj. 
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On dit que 'ip '■ K M™ est localement injective en x G M s'il existe p > tel 
que i^lspix) est injective, oii Bp{x) désigne la boule ouverte de centre x et rayon p. 
Si pour tout X G E C M.^ , ip est localement injective en a;, on dit est localement 
injective sur E. On pose 

Aff;'f*5(f7;M") |7/>[î2: Aff;;°s(M^; R™) 9 ^ est localement injective sur ô|. 
Théorème 4.15. Pour tout p £ [l,oo], Afï"^^(ri; R™) est fortement dense dans 

Démonstration. Soit tp e W^'P{n-W^). Comme C°°(Ô;R™) est fortement dense 
dans W^'P{il.;R"^), on peut supposer que ip £ C°°(fi;R'"). Par définition, il existe 
ip £ C^{R^;«"') (l'espace des fonctions C°°-difFérentiables de dans à 
support compact) tel que tp = iplf^. Soit Q C R^ un cube ouvert tel que Q D fl 
et ip = dans R^ \ Q. Par interpolation, on peut construire une suite {ipn}n C 
Aff;;''8(R^;R™) telle que ?Â„ = dans R^ \ Q pour tout n > l et i/m ^ ip dans 
W^'Pim^^m."') (voir [26, §2.1-2.4 p. 285-297]). Posons V« V-nLn pour tout n > 1. 
Alors, {V'n}n>i C Afï'''S(f]; R"*) et V« ^ dans «^^'^(ri; R™). □ 

Remarque 4.16. On a Aff''=s(r2; R™) c Aff(rî;R™) avec Aff(17;R") désignant l'en- 
semble des fonctions continues et affines par morceaux de fi dans K™, i.e., tp £ 
AfF(r2; R™) si et seulement si ip est continue et il existe une famille finie {Vi}i^i de 
sous-ensembles ouverts et disjoints de telle que |fi \ Uig/Vi| = et pour chaque 
i £ /, \dV,\ = et Vip{x) = £,i dans Vi avec £ M™^^. Du théorème 4.15 il suit 
que Afï(r2; R™) est aussi fortement dense dans W^''''{Q; R™) pour tout p £ [1, oo]. 

4.2. Théorème de Ben Belgacem-Bennequin. En 1996, Ben Belgacem et Ben- 
nequin ont démontré le théorème suivant (voir [15, Lemma 8 p. 114]). 

Théorème 4.17. Pour chaque ip £ AS\^'^{J:;R^) il existe {ipn}n>i C C1(S;R3) 
tel que : 

(4.15) ipn^^ dans 1¥^'P(E;R^) ; 

(4.16) \diipn{x) A d2ijM{x)\ > ô pour tout x £ et tout n > 1 avec 6 > 0. 

Ben Belgacem et Bennequin ont donné une démonstration très géométrique de 
leur théorème (voir [15] pour plus de détails). Nous donnons ici une preuve plus 
analytique. 

Démonstration. Soit ip £ AS\^^{i:; R^). Par définition, il existe ip £ Afï;;'=s(R^; R™) 
tel que ip — ip\j: et ip est localement injective sur S. On a donc un maillage régulier 
{Viliei dans R^ (pour la définition voir §4.1.4) avec E n T^i 7^ pour tout i £ I 
tel que E C mt{Ui^iVi), et pour chaque i £ I, (flvi est affine. Il suit qu'il existe 
Si > tel que 

(4.17) \di(p{x) A d2(p{x)\ > Si pour tout x £ Uig/T^^. 

On définit deux ensembles finis AcIxIctScH par : 

A := {{i, j) £ I X I : Vi n Vj est réduit à une arête commune} ; 
S {x £ T, : i\ existe i,j £ I avec i ^ j tel que Vi n Vj — {x}}. 

On numérote les éléments de S, i.e., S — {si, • • • , Sq}. On peut montrer le lemme 

suivant. 
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Lemme 4.18 (lissage des arêtes). // existe {f^^'-'liVi^^ {<^n}n>V' '^"'^ deux 
familles de parties de telles que : 

(4.18) pour chaque n>l, les U^-' sont deux à deux disjoints ; 

(4.19) pour chaque n> 1, les O,^ sont deux à deux disjoints ; 

(4.20) pour chaque {i,j) € A et chaque n>l, U^-' C mi{Vi U Vj) est un voisi- 
nage ouvert de mt(Vi H Vj) ; 

(4.21) pour chaque k G {1, ■ ■ ■ ,q} et chaque n > 1, 0(j est un voisinage ouvert 
de Sk ; 

(4.22) pour chaque {i,j) £ A, U];^ D ■ ■ ■ D U^^ D ■ ■ ■ et lim \U'^^ = ; 

n— >+oo 

(4.23) pour chaque k e {1, ■ ■ ■ , q} , D ■ ■ ■ D O'^ D ■ ■ ■ et lim |Ofj = 0, 

n — ^+oo 

et {Vn"' }n>i^"^ î^^c famille de fonctions de dans R"^ telle que : 

(4.24) pour chaque {i,j) £ A et chaque n>l, (ç^^ ~ if dans (V i U V j) \ C/^'-' 
et iflf £ C{V, U Fj-; R3) n C\mt(V^ U F^); R^) ; 

(4.25) pour chaque {i,j) G A, sup sup (|<y9^^(a;)| + \\7iplf{x)\) < +oo ; 

(4.26) pour chaque {i,j) G A, il existe ai_j > tel que pour tout n > 1 et tout 
x£V]i^, ^V^^(x)hd^^(x^>a,,, ; 

(4.27) pour chaque k G {1, ■ ■ ■ ,q} et chaque n > 1, ipn = ifii dans avec 
(fin '■ int(Uig/yi) — > R'^ définie par 

en (x)-=i "^"^^^^ sixeUi^^ _ 

^ ■ \ fix) SI X G int(U,e/yO \ U(,j)6AÎ7;;^ 
(les fonctions (pn sont bien définies grâce à (4-. 18) et (4-24-)) ; 

(4.28) pour chaque k E {l, ■ ■ ■ ,q} et chaque A > 0, <fii{h'l{x)) = H^{ipi{x)) 
pour tout X eO'l tel que h'i^x) G avec h\:lS? R^ (resp. 

: R'^ R'^j désignant l'homothétie de centre Sk (resp. ipi{sk)) et 
de rapport A ; 

(4.29) pour chaque k G {1, • ■ ■ , q}, (pi est localement injective sur Oi- 

(Pour une preuve du lemme 4.18 voir §4.2.1.) De (4.20) et (4.24) il suit que pour 
chaque n > 1, ^„ G C(int(U,6/F0;K3) n C^{mt{U^eIV^) \ S;R^). De (4.17) et 
(4.26) on déduit que 

(4.30) \di(pn{x) A d2(pn{x)\ > S2 pour tout n > 1 et tout x G mt{Ui^iVi) \ S 

avec 62 ■= minj^i, min{a,ij- : {i,j) G A}}. De plus, par (4.22) et (4.25) on voit 
facilement que 

(4.31) f>n^ip dans M^i'P(int(Uig/F,); R^). 

On peut prouver (en utilisant (4.28) et (4.29)) le lemme suivant. 

Lemme 4.19 (lissage des sommets). Pour tout k G {1,- • • ,q}, il existe une C^- 
immersion : 0\ — > R"^ telle que (f \ — 0i dans \ B^, où est un voisinage 

ouvert de Sk tel que B^ C O^. 
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(Pour une preuve du lemme 4.19 voir §4.2.2.) On pose _B^' := h'^{B'[) pour tout 
k G {1, • • • ,q} et tout A > 0. Prenant en compte (4.21) et (4.23), il est facile de voir 
que pour chaque fc € {1, • • • ,q}, il existe une suite {Aj;}„>i c]0, 1] telle que — 1, 

lim„^+oo A^ = et B^k C O^j pour tout n > 1. Pour chaque k € {1, • ' ' i <?} et 
chaque n > 1, on définit ip^ G C^(0^;R'^) par 

0'^{x) :=iî,\(^î(/i^/,.(a;))). 

Alors (^f; = (p„ dans Of' \ (puisque si a; g \ alors h'^/^k (x) eO\\B^, 
donc (p5^(/i^^^fc (a;)) — ipi{h'^^^^{x)) d'après le lemme 4.19, d'oii ipi{h'^^^k{x)) = 
H^^-^^{^i{x)) par (4.28) et on obtient (p^{x) — 9?„(x) en utilisant (4.27)). Pour 
chaque n > 1, on peut ainsi définir G C^(int(Uie/yi); R^) par 

'' viix) si a; G B^. _ 

if>n{x) si a; G int(Ue/yj) \uLi^A'=- 



'/5n(a;) 



(Les fonctions Lpn sont bien définies grâce à (4.21).) D'après lemme 4.19, (^^ est 
une C^-immersion, donc pour chaque k G {l,-- - ,9}, il existe > tel que 

\dWiiy) A 92<^i(y)| > Pk pour tout y G b\. De plus, on a 

^ 

(4.32) pour chaque fc G {1, • • • , ç}, chaque n > 1 et chaque x G By^k , 



V(^^(a;) = V^^(y) avec y = h\/^k{x) G B^', 



(donc |9i(^fj(y) A d2'f>n{v)\ — h pour tout n > 1 et tout x G B^k). Prenant en 
compte (4.30), il suit que 

(4.33) \di(pn{x) A d2(pn{x)\ > S pour tout n > 1 et tout x G mt{Ui^iVi) 

avec (5 := min{(52, min{/3/j : A; G {1, • • • , g}} ((5 ne dépend pas de n). D'autre part, 
pour chaque fc G {1, • • • sup^^-g^ (|i^f (y)| + |V(^J(y)|) < +00, donc 

(4.34) sup sup (|(^^(x)| + |V<^^(x)|) < +00 pour tout fc G {1, - • • ,ç} 

grâce à (4.32). Utilisant (4.34), (4.23) et (4.31) on déduit que 

(4.35) ^n^V dans W^'P{int{UieiV^);R^). 

On définit {V'n}n>i C C^(S;M'^) par -(/)„ := ipn[^- Alors la suite {'î/'n}ri>i satis- 
fait (4.15) et (4.16) (puisque trivialement (4.35) imphque (4.15) et (4.33) imphque 
(4.16)). □ 

4.2.1. Démonstration du lemme ^.18. Etant donné G A, on a 

, ^ _ { iiX + a^ si a; G Vj 
\ CjX + a-j si X e Vj. 

avec Ci, Ci e M3^2 (rang(Cî) = rang(Cj) = 2) et a„aj G M^. On note 9'^^ G le 

nv,. 



milieu de l'arête Vi n Vj. Alors 



C,x''' + ^e^'^ + a, sixeV^ 
£.jx''^ + £,^9''^ + ttj sia;Gyj. 
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avec x''^ :— x~ 9^'^ — (a;^'-',X2"'), où {x'i-' ,X2'') sont les coordonnées de a;*'-' dans la 
base ortlionormée {eY , ej^ ) avec S NQcX{y i n V j — é'*'-' ) . Comme Lp est continue, 
on a + Ç^iQ'''^ + a, ^ i,Q^^^ + ÇjO + i^B'^^ + = CjO'^^ + aj =: b''^ . Ainsi 



(p{x) = 



iix''^ + b''i si X e y» _ / x\^e,] + x'i^a + six(^Vi 

i] + x':i'e, + fe'^^' si X e Vj 



^jx'^i + b'^i si X e Vj { x'{^£_] + x'^^£.^ + si x € Vj 



avec Çi = (^,1 I Cl) et = (^j | Puisque eel'^' + 6»*'^' e 1^,; n pour e > 
assez petit, utilisant à nouveau la continuité de if, on déduit que e£^l + 0£,f + — 
il + V'^ = ei] + + ^ gçi + fji.]^ c'est à dire, = i]. Finalement, on a 



(p{x) = 



^1 + sixey, 

x\^ il + x^^ i] + b^'i sixeFj-. 

Comme ip est localement injective on a nécessairement ^| ^ vect(^j^,^|). Notons 
s^ j,Sij e S* les extrémités de l'arête Vi n V^j et posons s^'^ :— s^j — 9^'^ et s*'-' := 
Sij — 9'''^ (comme s^jjSij G Vi (1 Vj on a s*'^ = et s*'-' = Si"'ei"'). Soit 

{/*'■'}„>! C C°°([s^'-',s^'-'];R) satisfaisant les propriétés suivantes : 

(4.36) pour chaque n > 1, f^^ < f^l,, < f:-^ < ^ et f^fi^) - f^fis^) - 0, 
et pour chaque € [s{\~Si], lim fn^i^i) — ; 

n— >+c>o 

(4.37) il existe {Iij,„}n>i C [si ,s\^] (resp. {Tïj\,i}„>i C [si , s^^'-' ] ) tel que : 
o pour chaque n > 1, /jj_„ (resp. Ii,j,n) est un voisinage ouvert de 

«1^ (resp. sl'^), 1 D • • • D ■ „ D • • • et hm ■ | = 

(resp. D ■ • • D /îj.n D • • ■ et lim |/î.j,n| = 0) ; 

n — > + oo 

o pour chaque n > 1, Z*'-' /î'-' sur „ (resp. Ti,j,„) ; 
o /j''-' est affine sur Li.j^n (resp. Ii,j,n) ; 

(4.38) pour chaque n > 1 et chaque x^'-* g [si''', si'"'], |(/^'"')'(a^i"')| < 1 ; 

(4.39) pour chaque n > 1, C int(Fi U Vj) avec 

C/;:^ {(xi^x^-') + 9^^^ e int(F. nF,) : -f}^^ix\^) < x^ < /^'^(xi'^)}. 

De (4.36) et (4.39) on déduit (4.20) et (4.22). Comme A est fini et les V sont des 
triangles, il est possible de choisir les de manière à avoir aussi (4.18). 
Considérons g £ C°°{[—1, 1];M) donnée par 



2(t-l) 

e t+i si i e] - 1, 1] 



sii = -l 

(g > et sup(gj_2,i] 5(*) — 1) st définissons tpli^ : Vi U Vj — > par 
(A 40) ^^^3 (r^ - / "^(^^ si X e y, U Vj \ 

^ ^" \ <^:^^ (x) sixe c/;^^' 

avec : J/^'-' R'^ donnée par 
0j;^(x) := x-Çi + i:-(x-)5 f-T^) - f TI^f^Tr) Ç| + 
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Posons L :— msx{Lij : G A}, où Li,j est la longueur de l'arête Vi Vj, 

(3 :— max{|6''^| : (i, j) G A} et 7 := max{|^i|, : G A}. Il est facile de voir 
que : 

(4.41) pour chaque (i, j) G A, chaque n > 1 et chaque x G dU^^ , 
lim(j)ll^ (x) =(p{x) ; 

(4.42) pour chaque (z,j) G A, chaque n > 1 et chaque x G t/^'*^, 
\^ll'{x)\<{L + 2 + Ph. 

De plus, on a : 



^2 7/^2 



avec /i G C°°([— 1, 1];K) donnée par 

/ imF^W * e] - 1, 1] 



sii = -l 

{h> et sup(g[_]^ < 1). D'oii (utilisant (4.38)) on voit que : 

(4.43) pour chaque G A, chaque n > 1 et chaque x G dU^-' \ {s^j , Sij}, 
\ïm_di(j)li^ {x) = diip{x) et \iiB_d2(t>n^x) — d2^{x) ; 

X — >X X — 'X 

(4.44) pour chaque (i,j) G A, chaque n > 1 et chaque x G Ul^\ 
\di<f^{x)\<b^ et \d2<j^^{x)\<2^. 

De (4.41) et (4.45) (resp. (4.42) et (4.44)) on déduit (4.24) (resp. (4.25)). 
Posons Mij- := {S} \ (f \ Ç|) G M^^^ (^j^^ . gg^. inversible puisque Ç| ^ vect(^i, Ç^))^ 

Soit (61,62,63) la base canonique de (alors = 61, M~^^f = 62 et 

Mi j(j =63). Il suit que 

(4.45) pour chaque G A, chaque n > 1 et chaque x G J/^'-', 



l^r/5i'/'^' (a^) A M-/52^j;^ (x)|' > /^^ ( . I + ( . .^2' 



Posons U}^i-+ := {x G J/*'^ : 2:2'^' > 0} et U};^-- := {x G U^^ : x\^ < 0} {W-^ = 
y [/iJ Remarquant que /i(t) > h{0) = e"^ po^j. tout t G [0,1] et que 

juf^^ G [0, 1] (resp. j^^^ G [0, 1]) dès que x G C/A'^'+ (resp. x G [/^■^"■-), de 

(4.45) on déduit que pour chaque (i, j) G ^ et chaque n > 1, on a : 

o \M-ldicj,lii{x) A M-/92(/)ji^ (x)| > e-2 pour tout a; G ; 

o |M-/ai</.j;^(a;) A M-/92(/)j;^(x)| > e-^ pour tout x G C/^'^'", 

donc iM^/^K/ij^-'Xa;) A M~j^d2^ii' ix)\ > e"^ pour tout (ij) G A, tout n > 1 et 
tout X G t/^'-', et (4.26) suit en utilisant (pour chaque G A et chaque n > 1) 
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le lemme suivant (en remarquant que {{dicpli^ (x) , d2(f>li^ (x)) : x £ U^^} C K avec 
M = M,j, c = 5|Mri|7 et 77 = e^^). 

Lemme 4.20. Soient AI <E M^^'^ une matrice inversible et A' C M'^ x R'^ (le 
compact) donné par 

K := |(ui,U2) e M^xR^ : max{|M"^ui|, \M~'^U2\} < c et \M~'^uiAM~^U2\ > v] 

avec c, 77 > 0. Alors, il existe ô > tel que |ui A W2I > ô pour tout (ui, U2) G K ■ 

Démonstration du lemme 4-. 20. Sinon, il existe une suite {{ui^u^)} C K telle que 
|u" A W2I ^ è Poui' to^t n > 1. Comme K est compact, on a (à une sous-suite 
près) (^",^2) ^ (ûi,Û2) e AT, donc lini„^+oo |u" A U2I = = |ûi A M2I, i-e., les 
vecteurs ûi et 1*2 sont colinéaires. Il suit que \M'^ûi A M~^Û2\ — 0, ce qui est 
impossible. □ 

Comme s, ^ et s^j sont des sommets quelconques, on peut noter s^ à la place de 
s_^ ,j ou Sij- et -fj^j^n à la place de Li,j,n ^i,j,n- Prenant en compte le deuxième 
point de (4.37) on voit que 

(4.46) pour chaque {i,j) G A, chaque k £ {1, ■ • ■ , ç} et chaque n> 1, 
cf>li^ = 01'^' sur f/5,„avec C//;^- „ {a; G t/^^^" : xl'^' G I^;^- J. 

De plus, grâce au premier point de (4.37), on a U^^ i D ■ ■ ■ D Ui.j,n ^ ' ' ' ^t 
lim„^+oo Wijji = 0. Il suit que l'on peut construire {0^},^>\^' '^"^ satisfaisant 
(4.19), (4.21)7(4.23) et la condition suivante 

(4.47) pour chaque [i,j) G A, chaque fc G {1, • • • , g} et chaque n > 1, 

De (4.46) et (4.47) on déduit (4.27). Utilisant le troisième point de (4.37) on obtient 
(4.28) et (4.29) (puisque g est injective). □ 

4.2.2. Démonstration du lemme 4-19. Soit k G {1, • • • , q\. De (4.29) on déduit qu'il 
existe p > tel que Dp{sk) C Oi et '^iLl7p(sfc) injective, où Dp{sk) désigne le 
disque fermé de centre Sk et de rayon p. Ainsi C :— ipi{dDp{sk)) est une courbe 
fermée simple de classe (puisque (pi est aussi une C^-immersion sur \ {sfc})- 
Posons Sk ■= ^i{sk) {Sk ^ C puisque ipljj ç^^-^ est injective) et C := ipi{Dp{sk))- 
Alors C est le tronc de cône de sommet Sk s'appuyant sur la courbe £, i.e., 

(4.48) C = {H^{v) : A G [0, 1] et w G £}, 

où : K'^ désigne l'homothétie de centre Sk et de rapport A. (En effet, 

y £ C si et seulement si y = ipi{x) avec x G Dp{sk). De plus, on peut écrire x 
sous la forme x = h\{u) avec A G [0, 1] et u G dDp{sk), où h\ : R'^ ^ désigne 
l'homothétie de centre Sk et de rapport A, donc (fi{x) = 0i{h\{u)). D'autre part, 
par (4.28) on a (^i(/i^(u)) = H^{v) avec v = ipi{u) G C, d'où (4.48).) 
Considérons un plan P de tel que C := P D C est une courbe fermée simple 
de classe et U 3 I :— D H P, où U est l'ouvert borné du plan P tel que 
du ~ C et D est la droite orthogonale à P passant par Sk- Un tel plan existe 
car, d'après (4.27), C = ^{Dp{sk) \ U(,,,)gA.f/l'')^ ( ^S',M^. fi'{Ul'')) avec 
Ak := £ A : Sk est une extrémité de l'arête Vi n Vj}. Géométriquement, 

C est le tronc de cône ip[Dp{sk)) auquel on a "arrondi" les arêtes et pour lequel 
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il est facile de construire un tel plan puisque Lp est continue, affine par morceaux 
et localement injective en Sk- Considérons le repère orthonormé (/, ei,e2,£3) avec 
£3 G -D et définissons g : U ^ [Q. l] par 

9{yi£i + y2S2) = 5(2/1, 2/2) = {M{yi,y2), £3), 

011 M (y 1,1/2) est l'unique point d'intersection entre le cône C et la droite parallèle à 

D passant par (j/i, 2/2,0). Alors g est continue et C^-différentiable sur U \ {(0,0)}. 

Posons := (p^^{GT{g)) avec GT{g) désignant le graphe de g. Alors est 

^ 

un voisinage ouvert de Sk tel que B^ C Dp{sk) C Oj. Soient 1^1,1, 0i.2 et 0i^3 les 
composantes de (pi dans la base orthonormée (£i,£2,£3), i.e., (pi = (^i,i£i +<pi,2£2 + 
(pi,3£3- Alors, 1^1,3(2;) — 3(<^i,i(a;), <^i,2(a;)) pour tout x e et (1^14,(^1,2) est un 
C-'^-difféomorphisme de B^ sur U. Considérons la fonction plateau p e C°°{U; [0, 1]) 
donnée par 

1 si 5(î/i,y2) e [0, i] 
si 5(2/1, ya) e [f,l] 



p{yi,y2) := 

et définissons (fi : Oi ^ M'^ par 



kf ^ J <^i4(a;)£i + <^i,2(a;)£2 +p(<^i,i(a:), <Pi,2(a;))(pi,3(x)£3 si a; G 



k 



'^1^^^ • \ ^i(x) si xeO^\Bl 

Alors 1^5^ est C^-immersion. □ 

5. Permutation de l'infimum et de l'intégrale 

5.1. Théorème général. Dans [4] nous avons étudié la permutation de l'infimum 
et de l'intégrale sous la forme générale suivante. Soient X un espace métrique 
localement compact qui est cr-compact, Y un espace de Banach réel séparable, /i une 
mesure de Radon positive sur X et f : X xY ^ M. une intégrande de Carathéodory, 
i.e., f{x,() est mesurable en x et continue en (. Pour H C LP^{X;Y), on cherche 
sous quelles conditions il existe une multifonction mesurable P : X^Y telle que 



(5.1) inf / f{x,ip{x))dfi{x) ^ inf f{x,C) dfi{x). 
v&nJx Jx CGr(2;) 

Posons D{f) := {ip : X ^ Y : ip est mesurable et /(•, (p{-)) G iy^(X)}. Nous avons 
montré le théorème suivant (voir [4, Theorem 1.1]). 

Théorème 5.1. Si TL est normalement décomposable, i.e., pour tous ip,(p diTi., et 
tous K,V <Z X avec K compact, V ouvert et K d V , il existe une fonction continue 
6» : a: ^ [0, 1] telle que ^ dans X\V, ^1 dans K et 0ip + {1 - e)ip G H, et si 

(5.2) il existe G 7Y n D{f ) tel que G Lj^^. ^((AT) pour tout (p £ Ti avec 

: A" — > R définie par fmix) = max / (x, a^pix) + (1 — ojLpixX) , 

a6[0,l] 

alors (5.1) a lieu avec P donné par le ^-essentiel supremum de "H, i.e., la plus petite 
de toutes les multifonctions mesurables à valeurs fermées A : X^^Y telle que pour 
tout (p G H, (p{x) G A(x) fi-p.p. dans X. 

Remarque 5.2. Le théorème 5.1 contient le théorème de permutation "convexe" de 
Bouchitté-Valadier (voir [18, Theorem 1]) dans le cas des intégrandes de Carathéo- 
dory (voir [4, §5.1]). Bouchitté et Valadier ont prouvé leur théorème de façon directe 
sans faire de lien avec les théorèmes de permutation "non convexe et non normale- 
ment décomposable" de Rockafellar (voir [41, Theorem 3A]) et Hiai-Umegaki (voir 
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[33, Theorem 2.2], voir aussi le théorème 5.6). (En fait, le théorème de Rockafellar 
implique le théorème de Hiai-Umegaki, mais il n'y avait pas de lien entre le théorème 
de Hiai-Umegaki et celui de Bouchitté-Valadier.) Dans [4], nous avons démontré 
le théorème 5.1 (et donc celui de Bouchitté-Valadier) à partir des théorèmes de 
permutation et de décomposabilité (voir [33, Theorem 3.1], voir aussi le théorème 
5.5) de Hiai-Umegaki. Dans notre contexte, on a donc 

théorème R. ^ théorème H.-U. =^ théorème 5.1 ^ théorème B.-V. 

(voir [4, §2]). 

Remarque 5.3. Les espaces LP^{X;Y), C{X;Y) (espace des fonctions continues de 
X dans Y), Cc{X; Y) (espace des fonctions continues à support compact de X dans 
Y), C''{X;Y) (espace des fonctions C'=-difïérentiables de X dans Y) et C^{X;Y) 
(espace des fonctions C'^-difFérentiables à support compact de X dans Y) sont nor- 
malement décomposables. Plus généralement, si F : X^Y est une multifonction 
à valeurs convexes et si £ est un ensemble normalement décomposable de fonctions 
mesurables de X dans Y, alors {ip € £ : (p{x) € r(x) /^-p.p. dans X} est nor- 
malement décomposable. D'autre part, étant donné un ensemble U de fonctions 
mesurables de X dans [0, 1], on dit qu'un ensemble H de fonctions mesurables de X 
dans Y est Z^-décomposable si 9(p+ {1 — 9)(p g Ti. pour tous (p, (p E H et tout 6 EU. 
Les ensembles ZY-décomposables avec U contenant Ce {X; [0, 1] ) ou {X; [0, 1] ) sont 
normalement décomposables (voir [4, Proposition 3.1(1)]). 

Remarque 5.4. On peut représenter le /^-essentiel supremum F : X^Y d'un en- 
semble TC de fonctions mesurables de X dans Y comme suit (voir [18, §2.2]). 

o Si H C L'P^{X;Y) alors il existe un ensemble dénombrable V C H tel que 

r(a;) = ad]i{ip{x) : (p E V} fi-p.p. dans X, où adh désigne l'adhérence dans 

Y. 

o Si H C Cc{X; Y) alors T{x) = adh{(^(x) -.ipEn} fi-p-p. dans X. 

Schéma de démonstration du théorème 5.1. Soient F : X^Y le ^-essentiel supre- 
mum de H et adhp(7i) l'adhérence de TC dans LP^(X;Y). On montre d'abord que 
sous (5.2), on a 

(5.3) inf / f{x,ip{x))d^i{x) =^ '^11^,^,1 fi^:'Pi^)Wix) 

(voir [4, Proposition 4.2]). On prouve ensuite que puisque Ti. est normalement 
décomposable, adhp(7i) est A:'(il)-décomposable, i.e., dip + {1 — 9)(p E adhp(7i) 
pour tous iy9, ë adhp(7i) et tout 6 E X{VÎ) := {1e : E C X, E mesurable} avec 
Ie désignant la fonction caractéristique de E (voir [4, Proposition 4.1(1)]). On 
considère alors les deux théorèmes suivants démontrés par Hiai et Umegaki (voir 
[33, Theorem 3.1 et Theorem 2.2]). 

Théorème 5.5. Un ensemble fermé non vide C C L'p^{X; Y) est X {Çl)-décomposa- 
hle si et seulement si il existe une multifonction mesurable à valeurs fermées 
non vides A : X^Y telle que C = LP^{X;K) := {tp G iP(X;F) : ip>(x) E 
A(x) fJ,-p.p. dans X^ . 

Théorème 5.6. Si A : X^Y est une multifonction mesurable à valeurs fermées 
non vides alors 



(5.4) inf / fix,^ix))df,ix)^ / M fix,Od^i{x). 

ipeLf,{X;A) Jx JxC^Mx) 
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Du théorème 5.5 on déduit que adhp^H) — LP{X;A) avec A : X^Y une multi- 
fonction mesurable à valeurs fermées non vides. Comme r(a;) = adh{<^(a;) : ip G V} 
fi-p.p. dans X avec V un sous-ensemble dénombrable de Ti. (voir la remarque 5.4) 
et H C adhp(H), on a r(x) C A(x) ^-p.p. dans X, donc LP^{X;T) C adhp(H). 
D'autre part, si ip € adhp(7i) alors il existe {(pn}n>i C Ti. tel que ipnix) —^ (p{x) 
/i-p.p. dans X. Or Lpn{x) € r(x) /i-p.p. dans X pour tout n > 1 (par définition du 
/^-essentiel du supremum), donc 1^3(2;) € r(a;) /x-p.p. dans X puisque F est à valeurs 
fermées, d'où adhp(H) C LP^iX;T). Il suit que adhp(7^) = LP^iX;A) = LP(X;r). 
Ainsi, utilisant le théorème 5.6, on a (5.4) avec LP^{X; A) = adhp(?i) et A = F que 
l'on combine avec (5.3) pour obtenir (5.1). □ 

5.2. Une version continue du théorème de Hiai-Umegaki. Rappelons d'abord 
la définition suivante (voir [10] pour plus de détails). 

Définition 5.7. On dit que A : X^Y est une multifonction sci si pour chaque 
fermé F C X, chaque x G X et chaque {xn}n>i C X tels que — > x et A(x„) C F 
pour tout n > 1, on a A(a;) C F. 

Le théorème suivant est une conséquence du théorème 5.1 (voir [4, CoroUary 5.4]). 
Théorème 5.8. Soit E C un ouvert borné. Supposons que : 

(5.5) / : S X M™ [0, +00] est une intégrande de Carathéodory ; 

(5.6) r : E^M™ est une multifonction sci à valeurs convexes fermées non vides ; 



(5.7) / max /(x, aip{x) -I- (1 — a)ip{x))dx < +00 pour tous (p,(p G C(E; F) 
7sae[o,i] 

(avec C(Ë;F) {ip e C(Ë;R™) : ip{x) e F(a;) p.p. dans Ë} où C(Ë;K'") désigne 
l'espace des fonctions continues de S dans M."^). Alors 



mî_ / f{x,(p{x))dx ^ / inf f{x,C)dx. 

(^6C(E;r) JS C6r(£i;) 

Démonstration. On applique le théorème 5.1 avec X = E, F = M™, / : E x M™ ^ 
[0, -f 00] (qui est une intégrande de Carathéodory d'après (5.5)) et = C(E; F) 
(qui est normalement décomposable puisque d'après (5.6) F est à valeurs convexes). 
Comme (par (5.6)) F est sci à valeurs convexes fermées non vides, on a C(E; F) 7^ 
par le théorème suivant (de sélection continue de Michael, voir [38]). 

Théorème 5.9. Si A : X^Y est une multifonction sci à valeurs convexes fermées 
non vides alors A{x) — {(p{x) : (p € C{X;A)} pour tout x G X. (En particulier, 
C{X-A)^%.) 

D'oil (5.2) se déduit de (5.7). Donc, la seule chose à prouver est que 
(5.8) T{x) = V{x) p.p. dans Ë, 

oîi F désigne l'essentiel supremum (par rapport à la mesure de Lebesgue) de C(S; F). 
D'après le premier point de la remarque 5.4, il existe un ensemble dénombrable 
V C C(S; F) tel que t{x) = a,à\\{ip{x) : ip G V} p.p. dans Ë. Donc f (x) C F(x) p.p. 
dans E. D'autre part, (par le théorème 5.9) on a F(x) = {f(x) : (p G C(E;R™)} 
pour tout X e E. De plus, comme E est compact on a F(x) = adh{(^(x) : ip G 
C(E;R'")} d'après la deuxième point de la remarque 5.4, donc F(x) C r(x) p.p. 
dans E, et (5.8) suit. □ 
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Remarque 5.10. On peut facilement étendre le théorème 5.8 comme suit. 

Théorème 5.11. Soient E C un ouvert borné et A : SzzjM™ une multifonc- 
tion. Sous (5.5) s'il existe une suite {r„}„>i de multifonctions sci de S dans R™ 
à valeurs convexes fermées non vides telle que 

ri(x) C r2(a;) C Yz{x) <Z ■ ■ ■ <Z U„>ir„(x) = A(a;) pour tout x G E 

et si pour chaque n>\ on a (5.7) avec T — r„ alors 

u\î_ / f{x,ip{x))dx — / inf f{xX)dx. 
V6C(S;A)Jo JsCeA(x) 
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